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1 机器学习的定义、分类和方法要素

机器学习：是关于计算机基于数据 构建概率统计模型 并运用模型对数据进行预测与分析的一门学科。

• 研究对象是数据，从数据出发，提取数据的特征，抽象出数据的模型，发现数据中的知识，又回到

对数据的分析与预测中去。

• 基本假设：同类数据具有一定的统计规律性。

• 方法：1、给定的、有限的、用于学习的训练数据出发；

2、模型——属于某个函数的集合，称为假设空间（hypothesis space）；

3、从假设空间中选取一个最优模型，使它对已知的训练数据及未知的测试数据（test data）在给定

的评价准则下有最优的预测

1.1 监督学习（Supervised Learning）

定义 ：从标注数据中学习预测模型的机器学习问题

• 标注数据表示输入输出的对应关系

• 预测模型对给定的输入产生相应的输出

• 输入到输出的映射的统计规律

• 标注的数据集往往是人工给出的，所以叫监督学习

• 利用训练数据集学习一个模型，再用模型对测试样本集进行预测，因此分为学习系统和预测系统。

数据 ：

• 输入/特征：随机变量 X；每个具体的输入是一个实例（instance）, 取值为特征向量 x

• 输出：随机变量 Y；每个具体的输出是一个标签（label）, 取值为特征向量 y

• 样本点：输入-输出对 (xi�yi)

• 训练数据：学习模型使用的输入-输出集合

• 测试数据：模型需要预测的输入-输出集合

• 独立同分布假设

1、输入变量与输出变量均为连续变量的预测问题称为回归问题

2、输出变量为有限个离散变量的预测问题称为分类问题

3、输入变量与输出变量均为变量序列的预测问题称为标注问题

模型 ：

• 输入到输出的映射，这一映射由来表示
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• 假设空间：模型属于由输入空间到输出空间的映射的集合；假设空间的确定意味着学习的范围的确

定

• 模型类别：概率模型或非概率模型

• 概率模型：条件概率分布 P (Y |X)

• 非概率模型表示：决策函数 Y = f(X)

• 对具体的输入进行相应的输出预测时，写作 P (y|x) 或 y = f(x)

• 一般用参数化的模型 P (Y |X; θ) 和 Y = f(X; θ)

策略 ：

• 按照什么样的准则学习或选择最优的模型

• 损失函数: 度量模型一次预测的好坏

• 期望损失：损失函数的期望（理论上模型关于联合分布 P (X,Y ) 的平均意义下的损失），但由于联

合分布未知，因此无法计算⋯⋯

Rexp(f) = EP [L(Y, f(X))] =

∫
x∗y

L(y, f(x))P (x, y)dxdy

• 经验损失：损失函数在训练集上的平均（模型 f(x) 关于训练数据集的平均损失）

Remp(f) =
1

N

N∑
i=1

L(yi, f(xi))

• 当样本容量 N 趋于无穷时，Remp(f) 趋于 Rexp(f), 用经验损失估计期望损失因此：

• 经验风险最小化：认为经验损失最小的模型是最优的模型，即求解最优化的问题：

min
f∈F

1

N

N∑
i=1

L(yi, f(xi))

注意：

当样本容量足够大时，经验损失最小化能保证有很好的学习效果，在现实中被广泛采用

当样本容量很小时，经验损失最小化未必好，会产生“过拟合”（over-fitting）现象

• 结构风险最小化：是为了防止过拟合而提出来的策略，加入用正则项（regularization）近似期望损

失函数；J(f) 为模型的复杂度，权衡经验风险和模型复杂度，希望同时小。

• 求解最优化问题 ：
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min
f∈F

1

N

N∑
i=1

L(yi, f(xi)) + λJ(f)

评估 ：

• 目的：学到的模型不仅对已知数据而且对未知数据都能有很好的预测能力。

• 训练误差：训练好的模型 Y = f(X; θ̂) 关于训练数据集的平均损失

Remp(f̂) =
1

N

N∑
i=1

L(yi, f̂(xi))

• 测试误差：是模型 Y = f(X; θ̂) 关于测试数据集的平均损失

etest =
1

N ′

N ′∑
i=1

L(yi, f̂(xi))

1、训练误差的大小对判断给定的问题是不是一个容易学习的问题是有意义的，但本质上不重要

2、测试误差反映了学习方法对未知的测试数据集的预测能力，是学习中的重要概念。希望测试误

差小

3、通常将学习方法对未知数据的预测能力称为泛化能力

选择 ：

• 过拟合：一味追求提高对训练数据的预测能力，所选模型复杂度则往往会比真模型更高

• 欠拟合：一味追求降低模型复杂度，会损失对训练数据以及测试数据的预测能力

• 模型选择旨在避免过拟合和欠拟合

1.2 无监督学习（Unsupervised Learning）

整体思路与监督学习类似，就不详细写了⋯⋯

定义 : 是指从无标注数据中学习预测模型的机器学习问题

• 无标注数据是自然得到的数据

• 预测模型表示数据的类别、转换或概率

• 本质是学习学习数据中的统计规律或潜在结构

• 模型可以实现对数据的聚类、降维或概率估计

数据 : 相对于监督学习而言，输出变成了隐藏随机变量 Z，组成希望找到的隐含结构空间，取值为隐含

向量 z

模型 ：输入到隐含变量的映射；P (Z|X)、P (X|Z) 或 Z = f(X)
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2 线性回归

2.1 最小二乘线性回归

线性回归：假定输入输出变量间的函数关系 y = f(x; θ) 是线性的。本质上是参数 θ 的线性函数。

数据 ：

• 输入向量 x = (x(1), x(2), x(3), . . . , x(p))T

• 输出标量（可也拓展为向量）y

• 数据集｛(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN )｝

模型 :

y = θ0 + θ1x
(1) + θ2x

(2) + · · ·+ θpx
(p)

y = θ0 +

p∑
j=1

θjx
(j)

y = xT θ

• 增广的输入向量 x = (1, x(1), x(2), . . . , x(p))T

• θ = (θ0, θ1, . . . , θp)
T 是待学习的参数向量，p+ 1 行 1 列

• 模型是参数 θ 的线性函数，确定了线性函数组成的假设空间

策略 :

• 最常用的损失函数是平方损失 L(y, f(x)) = (y − f(x))2 = (y − xT θ)2

• 对应的经验风险 (训练集上的平均损失)：T = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN )}, Remp(f) =
1
N

∑N
i=1 L(yi, f(xi))

• RSS（残差平方和）

RSS(θ) =

N∑
i=1

(yi − f(xi))
2 =

N∑
i=1

(yi − xT
i θ)

2

• 经验风险的设置并没有假设线性模型的有效性，仅仅是目标寻找数据的最佳线性拟合。

• 将所有数据表示成矩阵：y = (y1, y2, . . . , yN )T

X =


1 x11 x12 . . . x1p

1 x21 x22 . . . x2p

...
...

... . . . ...

1 xN1 xN2 . . . xNp

 = (x1, x2, . . . , xN )T
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θ = (θ0, θ1, θ2, . . . , θp)
T

则

RSS(θ) = (y −Xθ)T (y −Xθ)

算法 ：直接对 RSS(θ) = (y − Xθ)T (y − Xθ) 式对 θ 求一阶导为 0 有，解得最小值成立 ∂RSS
∂θ =

−2XT (y −Xθ) = 0 为：

XT (y −Xθ) = 0⇒ XTXθ = XTy ⇒ θ̂ = (XTX)−1XT y

解出 θ̂ 后即可对新的向量 xnew 进行预测：ŷ = xT
newθ̂

• 对于式子：XTXθ = XTy 是一个关于 θ 的线性方程组，若方程组的个数少于参数的数目，则 θ 有

无穷个解；方程组的个数为样本点数目 N，参数的数目为 p+ 1

• N < p+ 1 时 XTX 不可逆，发生过拟合，可通过减少输入的数目（特征选择）或者正则化来处理

模型 ：输入输出写为随机变量：Y = Xθ + ϵ，其中噪声 ϵ 的均值为 0，方差为 σ2，当噪声服从正态分

布时，有 ϵ ∼ N(0, σ2)，对噪声方差 σ2 的估计为：

σ̂2 =
1

N − p− 1

N∑
i=1

(yi − ŷi)
2

随机变量 θ̂ 满足正态分布：θ̂ ∼ N
(
θ, (XTX)−1σ2

)
，由此可以推导得到第 j 个 θ 值其近似的 95%置

信区间（置信区间包含 0 则不显著）：

(
θ̂j − 1.96v

1
2
j σ̂, θ̂j + 1.96v

1
2
j σ̂
)

其中 v
1
2
j σ̂ 是近似的标准误差。（概统里面的正态的置信区间即为

[
X̄ − zα/2 · σ√

n
, X̄ + zα/2 · σ√

n

]
，

这里的 v
1
2
j σ̂ 可以理解成相当于标准差

σ√
n
）

再进行 F 检验 ，这里可以先回顾一下概统里面的 F 统计量：

若 A、B 均服从 χ2 分布且独立

A ∼ χ2(df1), B ∼ χ2(df2)

则

F =
A/df1
B/df2

∼ F (df1, df2)

此处要同时检验多组系数的显著性，即检验是否能将 p1 − p0 个变量从一个模型中同时被排除:
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由于 ϵ ∼ N(0, σ2)，则残差平方和 RSS =
∑N

i=1(yi − f(xi))
2 ∼ σ2χ2(N)

RSS1

σ2
∼ χ2(N − p1 − 1)

RSS0 −RSS1

σ2
∼ χ2(p1 − p0)

所以有 F 统计量：

F =

(
RSS0−RSS1

σ2

)/
(p1 − p0)(

RSS1

σ2

)/
(N − p1 − 1)

=
(RSS0 −RSS1)/(p1 − p0)

RSS1/(N − p1 − 1)
∼ Fp1−p0, N−p1−1

• RSS1 是含 p1 + 1 个参数的大模型的残差平方和

• RSS0 是选自 RSS1 中含 p0 + 1 个参数的较小模型的残差平方和

• F 统计量度量了在较大模型上每增加一个参数后, 残差平方和变化的程度

如下是前列腺癌的例子分析结果：

根据上述内容可以算出每一个参数对应的置信区间，发现参数 age、lcp、gleason、pgg45 的置信区

间包含 0，即认为其影响可能不显著。那么这其实就是一个假设检验问题了，我们想要看 4 个变量的影

响是否显著，于是删除 4 个变量，原假设 H0：认为 4 个变量都是不显著的

F 统计量为

F =
(32.81− 29.43)/(8− 4)

29.43/(67− 8− 1)
= 1.67

而在 F4,58 时大于此时 F 统计量的概率为：

Pr(F4,58 > 1.67) = 0.17

p 检验越小越拒绝，0.17 > 0.05 因此接受原假设 H0，认为这四个变量都是不显著的。
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2.2 岭回归（Ridge Regression）

上述问题在 N < p+ 1 时由于 XTX 不可逆，会发生过拟合，因此加上 λ 倍的单位矩阵 I：

θ̂ = (XTX + λI)−1XT y

因此 Ridge 回归优化的结构风险：

RSSRidge(θ) =

N∑
i=1

yi − θ0 −
p∑

j=1

θjx
(j)
i

2

+ λ

p∑
j=1

θ2j

其中 λ
∑p

j=1 θ
2
j 用于衡量模型复杂度

此时即为求解最优化问题：

θ̂Ridge = argmin
θ


N∑
i=1

yi − θ0 −
p∑

j=1

θjx
(j)
i

2

+ λ

p∑
j=1

θ2j


λ 是控制收缩范围的参数，用于控制惩罚强度，值越大收缩程度越大，使得这些系数向 0 收缩。平

方和加惩罚项也用于神经网络，称为权衰减。

这种直接在残差平方和后加入 L2 正则项，通过 λ 控制惩罚强度属于无约束的正则化。由此需要加

入约束条件来进一步限制回归系数，缩小假设空间，使 θj 不变得特别大：

θ̂Ridge = argmin
θ


N∑
i=1

yi − θ0 −
p∑

j=1

θjx
(j)
i

2


约束条件：
p∑

j=1

θ2j ≤ t λ和t存在一一对应关系

这里的约束条件由于是平方和相加，我们可以在几何层面将其理解为一个“圆”，t 越小，约束 λ 越

大。其中，横纵坐标是回归系数，蓝色圆形代表约束条件，红色椭圆代表残差平方和（RSS）的等高线（因

图 1: 岭回归约束优化几何图
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为 RSS是平方型且一个 RSS有多个解，所有解构成图形为“椭圆型”），中心 β̂ 是普通线性回归的解，直

接使用就是很容易导致过拟合。 由此，我们选取尽可能靠近中心的椭圆，而且能交集蓝色圆的点/切点

注意：

• 求解 Ridge 回归前要标准化输入

• 截距 θ0 不加入惩罚项，因为加入后会导致 Ridge 回归过程依赖于 y 选取的原点，对 θ0 的惩罚可

能会导致其他回归系数 θj 变大

• 用 y 的均值来估计 θ0，由此输入矩阵 X 是变成了 p 列而不再是一般回归的 p+ 1 列了

那么接下来的问题就是求解：

θ̂Ridge = argmin
θ


N∑
i=1

yi − θ0 −
p∑

j=1

θjx
(j)
i

2

+ λ

p∑
j=1

θ2j


表示成矩阵形式为：

θ̂Ridge = argmin
θ

(y −Xθ)T (y −Xθ) + λθT θ

注意，这里的 θ 向量元素是从 θ1 开始的，不包含 θ0！

岭回归的解为：

θ̂Ridge = (XTX + λI)−1XTy

那么岭回归是如何对模型复杂度进行“收缩”的呢？于是引出了有效自由度（有效参数个数） 来衡

量正则化后模型的实际复杂度，用来表示正则化后模型“真正用到”的参数数量:

df(λ) = trace
[
(XTX + λI)−1XTX

]
=

p∑
j=1

d2j
d2j + λ

（1）其中 d2j 是 XTX 的第 j 个特征值（2）d2j 越小，有效参数个数减少的幅度越大

（3）λ 越大，有效参数个数减少的幅度越大（4）λ = 0 则退化成最小二乘，相当于没有惩罚约束

（5）λ = 0 趋近于无穷时，df(λ) 趋近 0，相当于所有参数都被收缩至 0

如下是前列腺癌数据集的分析：
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上图纵坐标是交叉验证误差，可见随着有效参数个数增大，交叉验证误差减小，在 8 个参数时有最

小。但是其实可以看见有效参数个数下降到 5 个时，误差上升的并不多，可以达到减少参数个数而几乎

不影响误差的效果。

而这个图所展示的是随着有效自由度的变化，不同变量的特征系数变化情况，可见在有效参数个数

为 5 时能够降低特征系数，且部分变量的特征系数趋近 0.

2.3 LASSO 回归

LASSO 回归与岭回归相似，同样地增添了正则项来衡量模型复杂度，进行惩罚。

结构风险为：

RSSLASSO(θ) =

N∑
i=1

yi − θ0 −
p∑

j=1

θjx
(j)
i

2

+ λ

p∑
j=1

|θj |

求解最优化问题为：

θ̂LASSO = argmin
θ


N∑
i=1

yi − θ0 −
p∑

j=1

θjx
(j)
i

2

+ λ

p∑
j=1

|θj |


对比岭回归的正则项核心是 θ2j，LASSO 选取的是 |θj |；λ 越大，收缩的程度越大。这些系数向 0 收

缩，向 0 收缩的程度大于岭回归 。

同样的思路，LASSO 也可以对惩罚项进行约束，等价于一个有条件最优化问题：

θ̂LASSO = argmin
θ


N∑
i=1

yi − θ0 −
p∑

j=1

θjx
(j)
i

2


约束条件：
p∑

j=1

|θj | ≤ s λ和s存在一一对应关系
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s越小，约束越大。LASSO的约束使得解对于 y非线性，即 y变化时，有些系数可能变为 0；LASSO

没有闭式解，本质是二次规划问题，这是由于 LASSO 选取的是绝对值进行惩罚，正则项在 0 处不可导，

不能像岭回归一样对 θ 偏导等于 0 解出 θ̂。

同样地，可以进行几何的直观解释：

图 2: LASSO 回归约束优化几何图

约束范围成“菱形”是因为选取的绝对值型约束，LASSO 的约束易切于顶点，这样让部分系数直接

归 0.

LASSO 对前列腺癌的例子分析结果如下：

可见随着 s 值变小，约束增大时，在一定程度上 CV Error 几乎无变化，但是几个变量的参数已经

收缩到 0，可以将其剔除。

2.4 弹性网及拓展

拓展：

对比岭回归和 LASSO 的正则项，我们可以对其进行拓展，即把原本的 L1 和 L2 正则项延伸到 Lq

正则项，用 λ
∑p

j=1 |θj |q 来代表惩罚项，由此不同的 q 值对应不同的约束形状。

RSSq(θ) =
N∑
i=1

yi − θ0 −
p∑

j=1

θjx
(j)
i

2

+ λ

p∑
j=1

|θj |q



han
bin

g11
6

2 线性回归 15

图 3: 不同 q 值下的约束形状

弹性网：

同时结合了 Ridge 和 LASSO 的惩罚项, 其约束图形是“圆角菱形”，其既可以让系数为 0，又能平

滑处理共线性。

RSSElastic(θ) =

N∑
i=1

yi − θ0 −
p∑

j=1

θjx
(j)
i

2

+ λ

p∑
j=1

(
αθ2j + (1− α)|θj |

)

2.5 偏差-方差分解

• 偏差（Bias）：估计出来的模型和真实模型之间的平均距离

• 方差（Variance）：不同训练子集训练出的模型，在同一测试样本上预测结果的波动程度，反映模型

之间的平均差距。模型越复杂，对训练数据的微小变化越敏感。

如下是训练误差和测试误差所反映的方差与偏差图：

图 4: 偏差-方差图

假设真实的数据模型是：

Y = f(X) + ε

其中 ε 是噪声，有 E(ε) = 0, Var(ε) = σ2；考虑平方损失函数下的最小二乘线性回归函数拟合

Y = f̂(X)；所以有在输入点 X = x0 的期望预测误差:



han
bin

g11
6

2 线性回归 16

Err(x0) = E训练集
[(

Y − f̂(X)
)2
| X = x0

]
= σ2 +

[
E训练集

[
f̂(x0)

]
− f(x0)

]2
+ E训练集

[
f̂(x0)− E训练集

[
f̂(x0)

]]2
= σ2 + Bias2

(
f̂(x0)

)
+Var

(
f̂(x0)

)
=不可约误差+偏差2

+方差

模型 f̂ 越复杂，参数越多，偏差越小，方差越大

下图则可展示模型复杂度、偏差、方差和总体期望测试误差（R(f)）的关系；λ 越大，模型复杂度越

低。

Ridge 与 LASSO 模型的评选选取交叉验证，希望找到最小化期望预测误差的、合适的 λ.

如果有充足的数据, 最好的解决方案是将数据集随机分成三个部分:

• 训练集：用于拟合模型

• 验证集：估计预测误差进行模型选择

• 测试集: 评估最终模型的泛化能力

注意：测试集应该放在一边，模型选择和训练都不能用到，仅仅在最后模型测试阶段才使用；一般

来说，50% 的数据于用训练，25% 用于验证, 剩下 25% 用于测试。

但是，往往数据量是有限且稀少的，如果直接划分训练集和测试集，会浪费宝贵的数据资源，且评

估结果可能不稳定。因此，选择 k 折交叉验证来解决这个问题，通过手头数据的一部分来训练模型, 用

另外一部分测试：

• 把数据分割成粗略等大小的 K 部分，常选取 K=5 或 10，K=N（样本总数）则称为留一交叉验证

• 我们依次选取第 k 部分作为测试集，其他 K-1 部分作为训练集，计算每次训练模型在第 k 部分的

预测结果和预测误差

• 对 k=1,2,3⋯,K 进行操作，然后将 k 个预测误差的估计组合起来

f̂−i(x) 表示移去第 i 部分样本后，在剩余的 K-1 部分样本上计算获得的模型，该模型计算第 i 部分
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样本中的平均测试误差：

ei =
1

第i部分样本数目

∑
j 属于第i部分

L
(
yj , f̂

−i(xj)
)

计算 ei 的均值为 CV 误差均值：

AveErrCV =
1

K

K∑
i=1

ei

ei 的标准误为 CV 的 s.e.m = std/sqrt(K)：

SEMCV =

√√√√√ 1

K

√√√√ 1

K

K∑
i=1

(ei −AveErrCV)
2

考虑在 LASSO 和岭回归的交叉验证，我们可以对每个 λ 计算 CV 误差均值和 s.e.m，由此选择最优参

数 λ：
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3 线性分类

3.1 线性判别函数

先前我们的线性回归是拟合后的模型来预测测试集，得到的是预测的数值 y，而此处的线性判别函

数则是对结果进行一个分类，那么预测的是类别。

数据 ：

• 输入向量 x =
(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)T
（取为定量的输入值 x1, x2… 之类的，或者是其非线性变换）

• 输出标量 y，代表结果的类别。如最简单的二分法，就是把事物分成 2 类，y = 1 代表一类（Ω1），

y = −1 代表另一类（Ω2）.

• 数据集 {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN )}

模型 :

线性判别函数与线性回归类似：

g(x) = θ0 + θ1x
(1) + θ2x

(2) + · · ·+ θpx
(p) = θ0 + θTx

决策规则 =


如果g(x) > 0, 则判别x ∈ Ω1

如果g(x) < 0, 则判别x ∈ Ω2

如果g(x) = 0, 则将x 任意分到一类

θ0 和θ = (θ1, . . . , θp)
T 是待学习的参数向量。θ 为权向量，θ0 为阈值权（相当于基准线，调整分类

的边界）。

决策面 ：判别函数可以写成：g(x) = θ0 + θTx，而回顾数学中平面方程为：Ax+By+Cz+D = 0，

其中法向量为：−→n = (A,B,C)。那么同理，当判别函数等于 0时，相当于一个“平面”把两个分类 Ω1 和

Ω2 分开，把这个“平面”称为超平面 H ，分割开的决策区域是 R1 : g > 0 和 R2 : g < 0；有以下结果:

超平面法向量为：−→w = θT， 法向量的单位向量为：ŵ =
−→w

∥−→w∥， 其中 ‖·‖ 指向量的范数（长度）

由此，具体点有 g(−→x )，假设其到超平面的投影为 P，点 P 到点 x 的向量有 −→d，所以：

g(x⃗) = θ0 + θT x⃗ = θ0 + θT (x⃗P + d⃗)
P∈H
= θT d⃗

= θT d
w⃗

‖w⃗‖
= w⃗d

w⃗

‖w⃗‖
= d‖w⃗‖

⇒ d =
g(x⃗)

‖w⃗‖

得到的具体点 x 到超平面的代数距离为：d = g(x⃗)
∥w⃗∥，几何距离为：d = |g(x⃗)|

∥w⃗∥
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图 5: 决策面示意图

3.2 Fisher 线性判别

线性判别分析（LDA），其目的是将样本投影到一维空间上，让不同类别样本尽可能分开，同类样本

尽可能聚集；因此希望找到一个最优的投影方向向量 θ，使得投影后的样本值为：

yi = θTxi + θ0, i = 1, 2, . . . , N

注意：这里的 yi 仅是投影值，要区别于线性回归的预测输出值 yi，两者没有关联

图 6: 将样本进行不同方向的投影

投影前的 p 维空间 :

类内离散度矩阵（衡量一个类中的离散程度）：

Si =
∑

xj∈Ωi

(xj −mi)(xj −mi)
T , i = 1, 2

此处注意辨析一下 x相关的向量：我们总的 x数据是一个 n×p的矩阵：X =


x11 x12 . . . x1p

x21 x22 . . . x2p

...
... . . . ...

xn1 xn2 . . . xnp


xj 代表第 j 行数据：xj =

(
x
(1)
j , x

(2)
j , . . . , x

(p)
j

)T
其中，类均值向量为：

mi =
1

Ni

∑
xj∈Ωi

xj , i = 1, 2
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根据上式可知类内离散度矩阵是一个 p×p 矩阵，两个类别合并起来有总类内离散度矩阵：Sw =

S1 + S2；而两个类别之间有类间离散度矩阵：

Sb = (m1 −m2)(m1 −m2)
T , i = 1, 2

投影后的一维空间

上述我们将这些离散点的类内和类间的离散度表示了出来，但表达的方式均是矩阵，我们要让类内

离散度越小、类间离散度越大，则需要降维说明，因此选取投影到一维空间中，这个一维的向量即为超

平面的法向量。投影后有：

类内离散度：

S̃2
i =

∑
yj∈Ωi

(yj − m̃i)
2, i = 1, 2

其中，类均值向量为：m̃i =
1
Ni

∑
yj∈Ωi

yj =
1
Ni

∑
xj∈Ωi

θTxj + θ0 = θTmi + θ0, i = 1, 2

总类内离散度：S̃w = S̃2
1 + S̃2

2

类间离散度：

S̃b = (m̃1 − m̃2)
2, i = 1, 2

那么我们想要使投影后两类尽可能分开，而各类内部尽可能聚集：

max
θ

JF (θ) =
S̃b

S̃w

=
(m̃1 − m̃2)

2

S̃2
1 + S̃2

2

上式推导得到广义 Rayleigh 商：

max
θ

JF (θ) =
θTSbθ

θTSwθ

因此转换为等价问题：

max
θ

θTSbθ

s.t. θTSwθ = c

为什么要/可以把 θTSwθ 等于某个数 c 呢？

这是因为我们的目的是想算得最优的 θ 投影方向，而并非关注其方向向量的大小，θ 和 kθ 都是代表

一个方向。所以我们就限制 θTSwθ 的值，在 θ 的大小约束下，找到最优的方向即可。

推导过程如下：

S̃b = (m̃1−m̃2)
2 = (θTm1+θ0−θTm2−θ0)2 = (θTm1−θTm2)

2 = θT (m1−m2)(m1−m2)
T θ = θTSbθ
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S̃w = S̃2
1 + S̃2

2 =
∑

yi∈Ω1

(yi − m̃1)
2 +

∑
yj∈Ω2

(yj − m̃2)
2

=
∑

xi∈Ω1

(θTxi + θ0 − θTm1 − θ0)
2 +

∑
xj∈Ω2

(θTxj + θ0 − θTm2 − θ0)
2

=
∑

xi∈Ω1

(θTxi − θTm1)
2 +

∑
xj∈Ω2

(θTxj − θTm2)
2

=
∑

xi∈Ω1

θT (xi −m1)(xi −m1)
T θ +

∑
xj∈Ω2

θT (xj −m2)(xj −m2)
T θ

= θTS1θ + θTS2θ = θTSwθ

那么对于一个约束问题我们选取微积分 II 中的拉格朗日乘数法去求解：

拉格朗日函数：

L(θ, λ) = θTSbθ − λ
(
θTSwθ − c

)
求 θ 偏导，∂L(θ,λ)

∂θ = 0，极值解 θ∗ 满足：

Sbθ
∗ − λSwθ

∗ = 0

假设 Sw 是满秩的，可得：

S−1
w Sbθ

∗ = λθ∗

带入 Sb 有：

λθ∗ = S−1
w (m1 −m2)(m1 −m2)

T θ∗

(m1 −m2)
T 是 1×p 的矩阵，θ∗ 是 p×1 的矩阵，所以 (m1 −m2)

T θ∗ 为标量，可以记成 k′ ，所以

不考虑 θ∗ 大小，仅考虑方向时，得到：

θ∗ = S−1
w (m1 −m2)

所以，最后的决策规则：

若g(x) = θ∗Tx+ θ0

> 0, 则x ∈ Ω1

< 0, 则x ∈ Ω2

确定阈值 θ0，依据经验有两种选择方式：

θ0 = −1

2
(m̃1 + m̃2) θ0 = −m̃(m̃ 是所有样本在投影后的均值)

3.3 感知机

先前的 Fisher 线性判别是通过降维、离散度寻找最优的投影方向；而这里的感知机是一个二分类的

线性分类模型。它的输入是一个样本的特征向量，输出是这个样本所属的类别（通常用 +1 和 -1 表示）。

它的目标是在特征空间中找到一个线性超平面，将不同类别的样本完全分开。
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感知机的数据与先前一致，其模型本质还是定义一个分离超平面。但数据一定要线性可分的，这样

才能有限次迭代找到一个能完全分开两类的超平面。

g(x) = sign
(
θ0 + θTx

)

sign(z) =

+1, z ⩾ 0

−1, z < 0

同样的，输入向量是 x =
(
x(1), x(2), . . . , x(p)

)T
。

感知机开始时的超平面无法把数据完全正确地分成两个类别，所以会有样本被分到错误一侧，这些

就是误分类点。比如点 i 的标签是 yi = 1，但模型计算出来的 θ0 + θTx 符号为负，就把这个点错误地分

到标签为 −1 的一类去了。

误分类点满足：

−yi
(
θ0 + θTxi

)
> 0

误分类点到超平面的距离：

− 1

‖θ‖
yi
(
θ0 + θTxi

)
所有误分类点总距离：

− 1

‖θ‖
∑

xi∈误分类点集合M

yi
(
θ0 + θTxi

)
只要训练集是线性可分的，那么只要一直调整超平面，最后会是没有误分类点的存在，此时的所有

误分类点总距离为 0. 因此把问题转换成最小化损失函数：

min
θ,θ0

L(θ, θ0) = −
∑

xi∈M

yi
(
θ0 + θTxi

)

要求解这个无约束最优问题，选取梯度下降法，如：求解 minx f(x)，如果我们能够构造一个序列

x0, x1, x2, . . . 并满足 f(xt+1) < f(xt), t = 0, 1, 2, . . .，那么不断进行下去，我们就可以不断逼近局部的

极小值。
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我们可以看成每一次处理都是一小步 ∆x，根据泰勒展开：

f(x+∆x) ≈ f(x) + ∆x∇f(x)

∇f(x) = df(x)
dx 为梯度方向（函数增长方向），如下图即表示 ∆x < 0 时不断下降的过程。

可以令 ∆x = −α∇f(x)，其中步长 α > 0 是一个较小的正数，从而：∆x∇f(x) = −α (∇f(x))2 < 0

（为什么要选取 ∆x = −α∇f(x) 呢，这是让下降方向始终为梯度方向，沿负梯度方向下降最快，更加快

速高效）

所以回到我们的感知机：

求解 minθ,θ0 L(θ, θ0) = −
∑

xi∈M yi
(
θ0 + θTxi

)
选取随机梯度下降法

首先任意选取一个超平面，有 θ 和 θ0，损失函数的梯度为：

∇θL(θ, θ0) = −
∑

xi∈M

yixi

∇θ0L(θ, θ0) = −
∑

xi∈M

yi

随机选取一个误分类点更新参数（0 < η ≤ 1 是步长，也称为学习率）：

θ ← θ + ηyixi

θ0 ← θ0 + ηyi

3.4 罗杰斯特回归（Logistic Regression）

罗杰斯特回归（Logistic Regression）本质是线性模型，通过 Sigmoid 函数将输出映射为 [0, 1] 概率

值，根据概率值来判断样本属于某一类别的可能性。

考虑简单的一维输入情况：x = x(1)，输出值 y 是我们分类的标签 1 或-1，类别概率建模：P (y =

1|x) = f(x)

经验发现，”S” 型函数适合建模这种概率：

P (y|x) = f(x) =
eθ0+θ1x

1 + eθ0+θ1x
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在神经网络中，这个罗杰斯特函数又被称为 Sigmoid 函数：

π(s) =
es

1 + es
=

1

1 + e−s

π(s) 满足 π(−s) = 1− π(s)

那么可以将模型预测出来的标签为 1 和-1 的概率进行作比，叫做几率（odds）：

P (y = 1|x)
P (y = −1|x)

=
1

1+e−s

e−s

1+e−s

= es = eθ0+θ1x

取对数为对数几率（log odds）：

ln
(

P (y|x)
1− P (y|x)

)
= θ0 + θ1x

logit 函数：

logit
(
P (y|x)

)
= ln

(
P (y|x)

1− P (y|x)

)
那么对于我们的多维数据：

logit
(
P (y|x)

)
= ln

(
P (y|x)

1− P (y|x)

)
= θ0 + θ1x

(1) + · · ·+ θpx
(p) = θ0 + θTx

P (y|x) = eθ0+θT x

1 + eθ0+θT x

y=1 的概率大于 y=-1 的概率时，则认为分类到 y = 1 类，有如下决策规则：若logit
(
P (y|x)

)
> 0, 则x ∈ Ω1

若logit
(
P (y|x)

)
< 0, 则x ∈ Ω2

有了上述的背景铺垫，接下来就是求解 θ 的问题，模型在样本 (xj , yj) 上的概率：

P (yj |xj) =

π(θTxj), yj = +1

1− π(θTxj) = π(−θTxj), yj = −1
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注意：这里的 θ是增广的向量 θ = (θ0, θ1, θ2, . . . , θp)，同样，x也是增广的向量 x = (1, x1, x2, . . . , xp)

上述这个式子等价为：P (yj |xj) = π(yjθ
Txj)

对于多个样本的概率，我们要解出最可能的 θ 则可选取概统中的极大似然估计法（MLE）计算 θ 的

极大似然估计量。

假设样本是独立同分布的，对于所有样本，模型的似然函数是：

L(θ) =

N∏
j=1

P (yj |xj) =

N∏
j=1

π(yjθ
Txj)

似然函数是乘积形式，不宜直接优化，所以取对数转化为求和形式：

max
θ

ln(L(θ)) =
N∑
j=1

ln
(
P (yj |xj)

)
=

N∑
j=1

ln
(
π(yjθ

Txj)
)

考虑到之前的梯度下降法我们是求取的最小值，所以可以对这个问题变成最小化问题：

min
θ
− ln(L(θ)) =

N∑
j=1

ln
(

1

π(yjθTxj)

)
=

N∑
j=1

ln
(
1 + e−yjθ

T xj

)

所以最后的最优化问题是：

min
θ

J(θ) = − ln(L(θ)) =
N∑
j=1

ln
(
1 + e−yjθ

T xj

)

步骤 ：

1）初始化参数 θ = 0

2）目标函数的负梯度：

∇J = −
N∑
j=1

yjxj

1 + eyjθ(k)T xj

学习率更新参数：

θ(k + 1) = θ(k)− η∇J

检查是否达到终止条件，直到终止，输出 θ 值。
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4 多层感知器（MLP）

4.1 多层感知器模型

多层感知器（MLP）是一种神经网络模型，其将输入的多个数据维度映射到单一的输出的数据维度

上，由输入层、隐藏层、输出层组成。那么为什么要有多层感知器呢？先前我们所学的感知机是一个线性

分类的模型，但是对于非线性的问题则无法解决。比如：要判断一张图片中是不是苹果，仅仅判断单个

因素——颜色或形状，都是不完善的，我们要综合颜色、形状等多个要素来判断。这就是多层感知器的

作用，用于解决非线性的模型。从神经元的角度来看，多层感知器就是一个多输入的模型。

图 7: 神经元示例

模型 ：对于基本神经元模型，有阈值逻辑单元（TLU）

图 8: 基本神经元模型

阈值逻辑单元（TLU）：

y = F

(
n∑

i=1

wixi + w0

)
= F

(
wTx+ w0

)
这里可以想成是先前线性分类的式子：θ0 + θTx

F () 为“S”形函数，一般为 Sigmoid 函数，称为“激活函数”。

图 9: “S”形函数
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感知机：y = sign(wTx+w0)，sign() 是一种特殊形式的“S”函数。由此可以想到，感知机其实是

基本神经元模型的一种特殊情况。

双层感知器 ：上述的模型还停留在单个感知器，在了解多层感知器前，我们先来看看双层感知器的

模型。只要隐层神经元数目足够多，就能近似任意连续可微函数。

图 10: 双层感知器

那么有模型：

y = F


n(1)∑
j=1

w
(2)
j F

n(0)∑
i=1

w
(1)
ij xi + w

(1)
0j

+ w
(2)
0


xi 是输入样本的第 i 个特征值

n(0)：输入层神经元数（特征维度）

n(1)：隐层神经元数

分解 ：

z
(1)
j =

n(0)∑
i=1

w
(1)
ji xi + w

(1)
j0 (j = 1, 2, . . . ,m)

h
(1)
j = F

(
z
(1)
j

)

z(2) =

n(1)∑
j=1

w
(2)
j h

(1)
j + w

(2)
0

h(2) = F
(
z(2)

)
y = h(2)

z(1) 代表第一层的净输入；h(1) 代表第一层的输出。

转换为矩阵形式：h(1) = F
(
z(1)

)
= F

(
W (1)Tx+ b(1)

)
；y = h(2) = F

(
z(2)

)
= F

(
W (2)Th(1) + b(2)

)
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x =


x1

x2

...

xn

 , z(1) =


z
(1)
1

z
(1)
2

...

z
(1)
m

 , h(1) =


h
(1)
1

h
(1)
2

...

h
(1)
m



W (1) =


w

(1)
11 · · · w

(1)
1m

...
...

w
(1)
n1 · · · w

(1)
nm

 , b(1) =


b
(1)
1

b
(1)
2

...

b
(1)
m


多层感知器 ：多个感知器组成多层级的前馈结构：层间有连接，层内无连接，输入层-隐层-隐层-⋯

-输出层；每个神经元做线性点积 + 非线性激活操作；所有连接权重都是可调节的模型参数；能够实现任

意复杂的函数映射。

图 11: 多层感知器模型

分解 ：输入层: [x1, x2, . . . , xn]
T

下图可以帮助着理解隐层的一个神经元的过程变量：
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第 t 层的第 j 个神经元：

h
(t)
j = F

(
z
(t)
j

)
z
(t)
j =

n(t−1)∑
i=1

w
(t)
ji h

(t−1)
i + w

(t)
j0

输出层的第 k 个神经元：

h
(s)
k = g

(
z
(s)
k

)
z
(s)
k =

n(s−1)∑
i=1

w
(s)
ki h

(s−1)
i + w

(s)
k0

矩阵形式： 

h(1) = F
(
z(1)

)
= F

(
W (1)Tx+ b(1)

)
h(2) = F

(
z(2)

)
= F

(
W (2)Th(1) + b(2)

)
...

h(s−1) = F
(
z(s−1)

)
= F

(
W (s−1)Th(s−2) + b(s−1)

)
y = h(s) = g

(
z(s)
)
= g
(
W (s)Th(s−1) + b(s)

)
对于多层感知器的输入层，往往需要对输入的数据先进行标准化 / 归一化，这是因为如果输入的值

范围太大会导致梯度更新偏向数值大的特征，导致模型训练不稳定、收敛慢。

Z-Score 标准化：

xnew =
x− µ

σ

其中 µ 是均值，σ 是标准差。

Min-Max 归一化：

xnew =
x− xmin

xmax − xmin

多层感知器的隐藏层是对输入层的特征加权求和后，通过激活函数输出，实现特征的升维/抽象。激

活函数的核心作用就是引入非线性特征，这样才能达到多层感知器处理非线性数据分布的目的。
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隐层常用激活函数

罗杰斯函数 π()（Sigmoid）

函数与导数

F (z) =
1

1 + e−z

F ′(z) = F (z)
(
1− F (z)

)

双曲正切函数（tanh）

函数与导数

F (z) =
ez − e−z

ez + e−z

F ′(z) = 1− F (z)2

线性整流函数（ReLU）

函数与导数

F (z) = max(0, z)

F ′(z) =

1, z > 0

0, z ≤ 0

输出层则是输出模型的最终预测结果：

输出层常用函数

回归问题

激活函数是恒等函数

y = g
(
z(s)
)
= z(s)

z(s) =

n(s−1)∑
i=1

w
(s)
i h

(s−1)
i + w

(s)
0

二类分类问题

激活函数是 S 型函数

P (y = 1|x) = g
(
z(s)
)
=

1

1 + e−z(s)

z(s) =

n(s−1)∑
i=1

w
(s)
i h

(s−1)
i + w

(s)
0

多类分类问题

激活函数是软最大化（softmax）

函数

P (yk = 1|x) = g
(
z
(s)
k

)
=

ez
(s)
k∑K

i=1 e
z
(s)
i

z
(s)
k =

n(s−1)∑
j=1

w
(s)
kj h

(s−1)
j + w

(s)
k0

k = 1, 2, . . . ,m

4.2 多层感知器的学习算法

多层感知器的模型中，有完整输入输出函数：f(x; θ)；那么我们的 策略 有：

θ̂ = argmin
θ

[
N∑
i=1

L(f(xi; θ), yi)

]

或写为极大似然形式：

θ̂ = argmin
θ

[
−

N∑
i=1

logP (yi|xi; θ)

]
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回归问题：损失函数一般取为平方损失

θ̂ = argmin
θ

[
N∑
i=1

(yi − f(xi; θ))
2

]

二分类问题：只有两种类别，用 0或 1表示；损失函数一般取为交叉熵损失；假设 P (yi = 1|xi; θ) =

f(xi; θ) 遵循伯努利分布

θ̂ = argmin
θ

[
−

N∑
i=1

[yi log f(xi; θ) + (1− yi) log(1− f(xi; θ))]

]

多分类问题：多分类中类别不局限于 2 个，其中我们用 i 表示第 i 个样本，k 表示第 k 个类别；只

有当样本属于第 k 个类别时，才有 yik = 1。损失函数一般取为交叉熵损失。假设 P (yik = 1|xi; θ) =

f(xi; θ) 遵循类别分布

θ̂ = argmin
θ

[
−

N∑
i=1

l∑
k=1

yik log(f(xi; θ))

]

非凸优化问题：无论是 MLP 还是感知机，我们优化的目的都是找到损失函数最小的参数 θ。在感知

机的模型中，我们选取了梯度下降法来寻找函数的最小值。

算法 ：

θ̂ = argmin
θ

1

N

[
N∑
i=1

L(f(xi; θ), yi)

]
= argmin

θ

1

N

[
N∑
i=1

Li(θ)

]

梯度下降法选取：

θ ← θ − η
1

N

N∑
i=1

∂Li(θ)

∂θ

η > 0 是学习率；∂Li(θ)
∂θ 是第 i 个样本的损失函数梯度向量

但当目标函数存在许多局部极小点时，我们则要使用随机梯度下降法。随机梯度下降法：并行计算

效率高，避免一些不好的局部极小。一个多层感知器有很多等价参数，所以存在很多等价的局部极小点。

图 12: 非凸优化问题
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首先随机打乱样本顺序, 将样本分成 m 个组 (小批量), 每一组有 n 个样本，并随机初始化参数向量。

然后针对每组样本，通过以下公式更新参数向量, 并遍历所有样本组，不断迭代，直到收敛为止。

θ ← θ − η
1

n

n∑
j=1

∂Lj(θ)

∂θ

当 n 是 1 时, 每次参数更新只使用一个样本, 是一种特殊的随机梯度下降。

当 n 是整体样本容量 N 时, 随机梯度下降变为梯度下降

反向传播算法（BP）

基于上述对随机梯度下降法的更新公式，我们的关键就是去计算梯度 ∂Lj(θ)
∂θ ，但在多层神经网络中，

直接求导会非常繁琐低效。因此选取反向传播法，又称误差反向传播，它提供了一种高效的梯度计算以

及参数更新方法。

正向传播：基于当前参数重新计算多层感知器中所有变量

反向传播：基于当前变量重新计算对所有参数的梯度

反向传播算法的关键是计算损失函数对各层权重的梯度，由于多层感知机是单个神经元的多层复合，

所以梯度计算用链式法则求解：

∂L(w
(1)
ij )

∂w
(1)
ij

=
∂L(y)

∂y

∂y

∂h(2)

∂h(2)

∂z(2)
∂z(2)

∂h
(1)
j

∂h
(1)
j

∂z
(1)
j

∂z
(1)
j

∂w
(1)
ij

反向传播就是链式法则计算的迭代方法：

考虑第 t 个隐层的神经元：

h
(t)
j = F

(
z
(t)
j

)
, j = 1, 2, . . . ,m

z
(t)
j =

n(t−1)∑
i=1

w
(t)
ji h

(t−1)
i + w

(t)
j0

第 t + 1 层的神经元：

h
(t+1)
k = F

(
z
(t+1)
k

)
, k = 1, 2, . . . , l

z
(t+1)
k =

n(t)∑
j=1

w
(t+1)
kj h

(t)
j + w

(t+1)
k0

链式法则下，损失函数对第 t 层的参数的梯度是：

∂L

∂w
(t)
ji

=
∂L

∂z
(t)
j

∂z
(t)
j

∂w
(t)
ji

∂L

∂w
(t)
j0

=
∂L

∂z
(t)
j

∂z
(t)
j

∂w
(t)
j0
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第 t 层的“误差”：即为损失函数对第 t 层净输入的梯度：

δ
(t)
j =

∂L

∂z
(t)
j

, j = 1, 2, . . . , n(t)

因此代入链式法则有：
∂L

∂w
(t)
ji

= δ
(t)
j h

(t−1)
i

∂L

∂w
(t)
j0

= δ
(t)
j

h
(t−1)
i 是t− 1 层的输出，从正向传播得到

δ
(t)
j 是第t 层的误差，从反向传播得到。

反向传播是指 “误差” 从输出层到输入层的传递

接下来就是考虑第 t 层的“误差”的反向迭代，依旧使用链式法则：

δ
(t)
j =

∂L

∂z
(t)
j

=

n(t+1)∑
k=1

∂L

∂z
(t+1)
k

∂z
(t+1)
k

∂z
(t)
j

, j = 1, 2, . . . , n(t)

再将右侧的式子经过函数关系和链式法则拆解：

∂L

∂z
(t+1)
k

= δ
(t+1)
k

∂z
(t+1)
k

∂z
(t)
j

=
∂z

(t+1)
k

∂h
(t)
j

∂h
(t)
j

∂z
(t)
j

= w
(t+1)
kj

dF

dz
(t)
j

得到 δ
(t)
j 的反向迭代关系：

δ
(t)
j =

dF

dz
(t)
j

n(t+1)∑
k=1

w
(t+1)
kj δ

(t+1)
k

由此我们就得到了每一层之间的误差关系，对于误差迭代的起点——输出层有：δ
(s)
k = ∂L

∂z
(s)
k

回归问题有平方损失：L = 1
2

(
h(s) − y

)2
，激活函数是恒等函数：h(s) = g

(
z(s)
)
= z(s)，由可算得最

后一层误差是：

δ(s) = h(s) − y

而对于分类问题有交叉熵损失：L = −
∑l

k=1 yk logh
(s)
k ，激活函数是软最大化函数：h

(s)
k = g

(
z
(s)
k

)
=
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ez
(s)
k∑K

i=1 ez
(s)
i

，最后一层误差是：

δ
(s)
k = h

(s)
k − yk, k = 1, 2, . . . , l

综上，最后根据正向传播计算的 h
(t−1)
i 和反向传播的 δ

(t)
j 。

回顾上述所有过程，我们的最终目的都是为了算到每个参数的梯度，进而完成梯度下降法对每个参

数的迭代，具体应用怎么用可以参考一下作业题 2：

4.3 多层感知器的优化算法

先前我们使用的随机梯度下降法（SGD）是让参数沿着梯度的反方向下降，由此不断迭代的过程。但

是该方法计算效率低，每一步梯度的更新（方向 + 大小）基于当前所在位置，收敛速度未必最快，所以

有多个改进的算法，其中 Adam 是最常用的算法。

• 动量（momentum）算法：动量算法在第 t 步对参数进行如下梯度更新

vt = β1vt−1 + (1− β1)gt

θt = θt−1 − ηvt

其中，θt 表示第 t步的参数，vt 表示第 t步的中间变量，gt 是第 t步的梯度，β1 是系数（0 ⩽ β1 < 1），

η 是学习率。
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• RMSProp 算法：可认为是对梯度向量归一化

st = β2st−1 + (1− β2)gt � gt

θt = θt−1 − η
1√

st + ε
gt

其中，st 表示第 t 步的中间变量，� 表示向量的逐元素积，β2 是系数（0 ⩽ β2 < 1），ε 是每一个

元素都为正值的向量，防止分母为 0

• Adam 算法：将动量算法和 RMSProp 算法的技巧结合, 以提高迭代的收敛速度。

vt = β1vt−1 + (1− β1)gt

st = β2st−1 + (1− β2)gt � gt

vt =
vt

1− βt
1

st =
st

1− βt
2

θt = θt−1 − η
vt√
st + ε

实验证明 Adam 算法对不同的神经网络都有很好的学习收敛速度。
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5 支持向量机（SVM）

支持向量机（SVM）是典型的二分类模型，其目标是在特征空间中找到能区分两类样本的边界，并

且到最近数据点（支持向量 ）的间隔最大。SVM 在关注“把两类分开”的同时，更关注“分得尽量稳，

间隔尽量大”。

SVM 可分为线性可分支持向量机（硬间隔支持向量机）、线性支持向量机（软间隔支持向量机）、非

线性支持向量机。下面展示硬间隔、软间隔、线性不可分的几何图：

5.1 线性可分支持向量机

对于线性可分的数据，我们先前在线性分类的问题中就已经有过讨论（Fisher线性判别、感知机），如

何将两种不同数据分开。而这里则是在分开的同时，还要选取其中使间隔最大的那个理想的超平面。（Fisher

线性判别是寻找法向量，感知机是迭代找到完成分类的超平面，两者都停留在“分”的层面）

回顾：判别函数为 g(x⃗) = wx⃗ + b 时，样本点 xi 到超平面的几何距离为 di = |g(x⃗i)|
∥w⃗∥ ，其中 w =

(w1, w2, . . . , wp)。

对于一个正确分类的点，标签 yi 与 g(x⃗i) 的乘积一定为正值，因此几何距离又可写成：

di =
yig(x⃗i)

‖w⃗‖
=

yi(wx⃗i + b)

‖w⃗‖
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上式分子部分又叫样本点的 函数间隔 ，记为 γ̂i = yi(wxi + b)，几何距离表示成：di =
γ̂i

∥w⃗∥

两种类别中距离最近的两点到超平面的距离应相同（因为在保证两点到超平面距离和最大的同时，超

平面在中间可以保证两类别尽可能地分开），则有：

dmax =
γ̂

‖w‖ , γ̂ = min(γ1, γ2, . . . , γN )

约束条件为：γ̂i ≥ γ̂

可以观察到 γ̂ 的值是与 w 向量同比例缩放的，那么，我们可以取函数间隔 γ̂ = 1来求解，表达式为：

dmax =
1

‖w‖

约束条件：γ̂i ≥ 1

转换为优化问题：

min
w,b

1

2
‖w‖2

s.t. yi(w · xi + b)− 1 ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N

显然这里需要求解一个含不等式约束条件的最值问题，这里需要利用拉格朗日对偶性 将原始问题转

换成对偶问题，通过解对偶问题得到原始问题的解。以下是对拉格朗日对偶的补充讲解：

约束问题：
min
x∈Rn

f(x)

s.t. ci(x) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , k

hj(x) = 0, j = 1, 2, . . . , l

拉格朗日函数：

L(x, α, β) = f(x) +

k∑
i=1

αici(x) +

l∑
j=1

βjhj(x)

αi, βj为乘子，αi ≥ 0

θP (x) = max
α,β:αi≥0

f(x) + k∑
i=1

αici(x) +

l∑
j=1

βjhj(x)

 =

f(x), x 满足原始问题约束

+∞, 其他

再来考虑极小问题：minx θP (x) = minx maxα,β:αi≥0 L(x, α, β)

原始最优化问题就等价于：p∗ = minx θP (x)

上面我们将带约束的问题等价写成了原始问题（广义拉格朗日函数的极小极大问题）：minx θP (x) =
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minx maxα,β:αi≥0 L(x, α, β)

下一步就是讨论对偶问题（广义拉格朗日函数的极大极小问题）：

θD(α, β) = min
x

L(x, α, β)

max
α,β:αi≥0

θD(α, β) = max
α,β:αi≥0

min
x

L(x, α, β)

对偶问题的最优解：

d∗ = max
α,β:αi≥0

θD(α, β)

Q1 ：什么是对偶问题嘞？

A1：可以观察到，原始问题我们是先对拉格朗日函数在约束范围下的最大，然后再对 x 变量取函

数的最小值；而对偶问题的操作刚好相反，是先不管约束，我们对所有范围内的 x 取拉格朗日函数

的最小值，再来讨论哪一对约束 α 和 β 可以找到最大的函数值。原始问题和对偶问题的求解顺序

是反过来的。

Q2 ：为啥要有对偶问题嘞？

A2：原始问题的第一步是带约束的优化问题，对于这样一个问题很难解，比如：约束太复杂、变

量维度太高。所以我们不直接求原问题的最小，而是找到它的下界，再把下界往上推，推到极限时

（maxα,β:αi≥0 的过程），就得到原问题的最优值了。

原始问题和对偶问题的关系：如果两者都有最优解，则

d∗ = max
α,β:αi≥0

min
x

L(x, α, β) ≤ min
x

max
α,β:αi≥0

L(x, α, β) = p∗

设 x∗ 是原始问题的可行解，α∗、β∗ 是对偶问题的可行解，且 d∗ = p∗，那么 x∗ 和 α∗、β∗ 分别是

各自对应问题的最优解。

KKT 条件 ：KKT 条件是凸优化问题中，最优解必须满足的充要条件。假设函数 f(x) 和不等式约

束 ci(x) 都是凸函数，等式约束 hj(x) 是仿射函数（也就是线性函数）。x∗ 和 α∗、β∗ 满足 KKT 条

件：
∇xL(x

∗, α∗, β∗) = 0, α∗
i ci(x

∗) = 0, i = 1, 2, . . . , k

∇αL(x
∗, α∗, β∗) = 0, ci(x

∗) ≤ 0, i = 1, 2, . . . , k

∇βL(x
∗, α∗, β∗) = 0, α∗

i ≥ 0, i = 1, 2, . . . , k

hj(x
∗) = 0, j = 1, 2, . . . , l

根据上述介绍，再来看支持向量机的最优化问题：L(w, b, α) = 1
2‖w‖

2−
∑N

i=1 αiyi(w·xi+b)+
∑N

i=1 αi

对偶问题为：

max
α

min
w,b

L(w, b, α)

先求 L(w, b, α) 对 w�b 的极小值，再求对 α 的极大。
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1. 求对 w�b 的极小

∇wL(w, b, α) = w −
∑N

i=1 αiyixi = 0

∇bL(w, b, α) = −
∑N

i=1 αiyi = 0

⇒

w =
∑N

i=1 αiyixi∑N
i=1 αiyi = 0

∴ min
w,b

L(w, b, α) =
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj)−
N∑
i=1

αiyi

 N∑
j=1

αjyjxj

 · xi + b

+

N∑
i=1

αi

= −1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj) +

N∑
i=1

αi

2. 求对 α 的极大

max
α
−1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj) +

N∑
i=1

αi

s.t.
N∑
i=1

αiyi = 0

αi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N

⇒

min
α

1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj)−
N∑
i=1

αi

s.t.
N∑
i=1

αiyi = 0

αi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N

3. 设 α∗ = (α∗
1, α

∗
2, . . . , α

∗
N )T 是对偶最优问题的解，存在下标 j，使得 α∗

j > 0;

对 b∗ 的推导：

α∗
j [yj (w

∗ · xj + b∗)− 1] = 0

⇒ yj (w
∗ · xj + b∗) = 1

y2
j=1
−−−→ w∗ · xj + b∗ = yj

⇒ b∗ = yj −
N∑
i=1

α∗
i yi(xi · xj)

则可解得：

w∗ =

N∑
i=1

α∗
i yixi

b∗ = yj −
N∑
i=1

α∗
i yi(xi · xj)

求得分离超平面为：w∗ · x+ b∗ = 0

分类决策函数：f(x) = sign(w∗ · x+ b∗)

eg.
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5.2 线性不可分支持向量机

现实数据中常常含有噪声、异常点和类间重叠，” 完全线性可分” 通常不成立。硬间隔模型要求所有

样本都严格满足间隔约束，容易被少数离群点破坏，导致决策边界不合理。

图 13: 线性不可分

对于这种存在错误的点被分类或在间隔里，引入亏损 ξi，也称为松弛变量 ，由此约束问题变为：

min
w,b,ξ

1

2
‖w‖2 + C

N∑
i=1

ξi

s.t. yi(w · xi + b) ≥ 1− ξi, i = 1, 2, . . . , N

ξi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N

原始问题的拉格朗日函数：

L(w, b, ξ, α, µ) =
1

2
‖w‖2 + C

N∑
i=1

ξi −
N∑
i=1

αi (yi(w · xi + b)− 1 + ξi)−
N∑
i=1

µiξi

其中：αi ≥ 0, µi ≥ 0

求解过程：
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1. 求 L(w, b, ξ, α, µ) 对 w, b, ξ 的极小：



∇wL(w, b, ξ, α, µ) = w −
∑N

i=1 αiyixi = 0

∇bL(w, b, ξ, α, µ) = −
∑N

i=1 αiyi = 0

∇ξL(w, b, ξ, α, µ) = C − αi − µi = 0

⇒



w =
∑N

i=1 αiyixi∑N
i=1 αiyi = 0

C = αi + µi

min
w,b,ξ

L(w, b, ξ, α, µ) =
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj) + (αi + µi)

N∑
i=1

ξi −
N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj)

+

N∑
i=1

αi −
N∑
i=1

αiξi −
N∑
i=1

µiξi

= −1

2

n∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj) +

N∑
i=1

αi

2. 再对 minw,b,ξ L(w, b, ξ, α, µ) 求 α 的极大，得到对偶问题：

max
α
−1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj) +

N∑
i=1

αi

s.t.
N∑
i=1

αiyi = 0

C − αi − µi = 0

αi ≥ 0

µi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , N

⇒

min
α

1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj)−
N∑
i=1

αi

s.t.
N∑
i=1

αiyi = 0

0 ≤ αi ≤ C, i = 1, 2, . . . , N

3. 设 α∗ = (α∗
1, α

∗
2, . . . , α

∗
N )T 是对偶最优问题的解，存在下标 j，使得 0 < α∗

j < C;

得到原始问题的解 w∗, b∗:

w∗ =

N∑
i=1

α∗
i yixi

b∗ = yj −
N∑
i=1

α∗
i yi(xi · xj)

求得分离超平面为：w∗ · x+ b∗ = 0

分类决策函数：f(x) = sign(w∗ · x+ b∗)

可以观察到，软间隔 SVM和硬间隔 SVM的最优解表达式居然是一样的，不同之处 α∗ 的范围，硬

间隔 SVM 为 α∗
i ≥ 0，软间隔 SVM 为 0 ≤ αi ≤ C
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Q ：这里面的 C 啥意思呢？又有什么用呢？

A ：C 是惩罚系数，用来控制模型复杂度与 训练误差之间的权衡。如下是不同 C 与 ξ 所决定的超

平面图。软间隔 SVM 目标函数：minw,b,ξ
1
2‖w‖

2 + C
∑N

i=1 ξi 中，前一项控制间隔大小，后一项控制训

练误差。

当 C 很大时，目标函数会被后一项主导，为了取得 min 则会使 ξ 都被压缩到很小，导致为了拟合

所有样本，模型的决策边界间隔被压得很窄，学到了大量噪声和异常点的特征，泛化能力差，易过拟合。

当 C 很小时，目标函数会被前一项主导，模型会优先扩大间隔，而不太在意训练误差。少量样本的

误分类或进入间隔带来的惩罚很小，模型会主动牺牲一些训练精度来换取更宽的间隔。模型更简单，但

有欠拟合的风险。

合页损失函数 ：样本点的函数间隔有 γ̂i = yi(wxi+ b)，其在一定程度上反映了到超平面的距离，在

线性可分的情况中就已经明确最近距离等比缩放为 1，因此引入合页损失函数，对间隔中的点施加惩罚。

L(z) = [1− z]+

其中：[u]+ = max(u, 0)；当样本被正确分类且距离边界足够远时，损失为 0；当样本落入间隔内部

或被误分类时，损失为正。

软间隔 SVM 则等价于优化问题：

min
w,b

N∑
i=1

[1− yi (w · xi + b)]+ + λ‖w‖2

5.3 核函数

许多现实中的数据在原始的空间中是线性不可分的，但是在更高维特征空间中可能线性可分，如下

图所示。特征映射：x 7→ ϕ(x)。

当然我们不能直接“暴力升维”，否则会导致计算快速上升、样本稀疏难统计，且容易过拟合。选取
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核函数的技巧，只在对偶问题中使用内积，将 xi · xj 替换为核函数：

K(xi, xj) = ϕ(xi) · ϕ(xj)

• 多项式核：K(xi, xj) = (xi · xj + 1)p 适用于多项式特征，p 为多项式次数。

• 高斯核：K(x, z) = exp
(
−∥x−z∥2

2σ2

)
适用于复杂非线性，σ 控制宽度。

• 字符串核：K(s, t) =
∑

i ϕi(s)ϕi(t) 适用于文本数据，衡量字符串相似度。

核 SVM 决策函数：

f(x) = sign
(∑

i

α∗
i yiK(xi, x) + b∗

)
eg.
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6 k-近邻和统计学习理论

6.1 k-近邻

1. 参数学习：先确定学习机器实现的函数集，然后从函数集中选择最优函数，通过训练数据估计

参数。如：线性回归、逻辑回归、SVM、神经网络。

2. 通过对训练样本的学习直接构建分类机器，不预设函数形式，其无法用一个包含若干待定参

数的函数来表示。如：k 近邻（KNN）、核密度估计、高斯过程。

k-近邻算法（k-NN）是一种简单且直观的监督学习算法，用于分类和回归任务。其基本思想是：给

定一个待分类样本，找出与其距离最近的 k 个训练样本，然后通过这 k 个邻居的类别来决定待分类样本

的类别。（这依旧是一个分类问题，但是不同于感知机和 SVM 通过超平面将样本进行分类，该方法无需

函数的形式，而是通过最邻近的 k 个样本的类别来预测）

k-近邻法模型的三个基本要素：距离度量、k 值的选择和分类决策规则。

图 14: k-近邻法示意图

6.1.1 距离度量

特征空间中两个实例点的距离是两个实例点相似程度的反映。因此 k-近邻法的重要问题就是计算样

本之间的距离，有 Lp/Minkowski 距离：

d(A,B) =

(
n∑

i=1

|xAi − xBi|p
) 1

p

p=1 时为曼哈顿距离（L1 距离）：d(A,B) =
∑n

i=1 |xAi − xBi|

p=2 时为欧式距离（L2 距离）：d(A,B) =
√∑n

i=1(xAi − xBi)2

随着 p 值增大，距离度量对大差异维度更加敏感，不同的距离度量会导致不同的最近邻选择，进而

影响分类结果。如下图可以展示 L1 距离和 L2 距离是什么样的：
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6.1.2 k 值选取

k 值的选择会对 k 近邻法的结果产生重大影响。 k 值决定了模型的复杂度和泛化能力 。近似误差指

训练集上的误差（可以理解为偏差 Bias），估计误差指测试集上的误差（可以理解为方差 Variance）。

• k 较小时，相当于仅考虑较小范围内的训练实例进行预测，近似误差减小，但是考虑的点较少，预

测结果对近邻的实例点非常敏感，容易受到噪声影响，估计误差大。决策边界会变得极其细碎、高

度曲折，只要有一个点变了边界都会变化，因此模型更复杂，易过拟合。

• k 较大时，考虑范围内的实例更多，近似误差增大，但是对单个点/噪声的变化不敏感，估计误差减

小，预测结果更加稳定，模型也更加简单，但可能欠拟合。

在应用中，k 值一般取一个比较小的数值。通常采用交叉验证法来选取最优的 k 值。

6.1.3 分类决策规则

k 近邻法中的分类决策规则往往是多数表决，即由输入实例的 k 个邻近的训练实例中的多数类决定

输入实例的类。如果分类的损失函数为 0-1 损失函数，预测正确则损失为 0，预测错误则损失为 1，误分

类率有： 1
k

∑
I(yi 6= cj)，I() 代表 0-1 损失值，最终选取结果为误分类率最小。

6.1.4 Kd 树

实现 k 近邻时核心是对训练数据进行快速 k 近邻搜索，最简单的实现是线性扫描（穷举搜索），即

计算输入实例与每一个训练实例的距离，计算并存储好以后，再查找 K 近邻。但是当训练集很大时，计

算十分耗时，时间复杂度为 O(n)。因此考虑使用特殊的结构存储训练数据，以减小计算距离的次数。

Kd树的思路则是把高维空间的数据划分成小区域，寻找近邻时只需要在相关小区域进行搜索，平均

时间复杂度降为 O(log n)。Kd 树是二叉树，表示对 k 维空间的一个划分。

构建方法：

（1）构造根结点——使根结点对应于 k 维空间中包含所有实例点的超矩形区域（可以理解为对应的

能装下所有训练数据的“多维盒子”）；

（2）递归切分——选择坐标轴和切分点，用垂直于坐标轴的超平面切分空间；

（3）生成子结点——将实例分到左、右两个子区域，直到子区域没有实例。

为平衡 Kd 树，一般依次选取坐标轴对空间切分，且选择训练实例点在选定坐标轴上的 中位数为切

分点。对于偶数个点则选取靠左/靠右的中位数，切分可以默认先 x 维切分，也可以用方差最大维度切分

（最优）。如下是一个构建 Kd 树实例：
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构建好 Kd 树后就是对测试点进行最近邻域搜索，以测试点（2.1，3.1）为例

（1）从根结点向下搜索：根据 Kd 树划分进入左子树，再按照 y 轴划分进入右子树为 (4,7)，当前节

点为叶子节点，无法继续向下搜索。此时可以将当前节点 (4,7) 作为候选最近邻点。

（2）回溯与剪枝：回溯到父节点 (2,3) 发现测试点到该节点距离更近，将当前节点 (2,3) 作为候选最

近邻点。再回溯到根节点 (5,4)比较比较，最终确认最近邻点为 (2, 3)，而右枝可以直接剪掉不考虑。

6.2 统计学习理论

传统统计学是建立在大样本、渐近收敛的基础上，但是现实任务中往往面临有限个小样本的场景，传

统统计的大数定律、渐近理论不再适用，因此有了统计学习理论。

在第一章就已经提及，我们依据期望风险（真实风险）：Rexp(f) = EP [L(Y, f(X))] =
∫
x∗y L(y, f(x))P (x, y)dxdy

来衡量模型预测的好坏，但由于联合分布未知，因此选取经验风险：Remp(f) =
1
N

N∑
i=1

L(yi, f(xi))近似地

衡量。统计学理论把这种在训练样本上最小化错误或者风险的策略称为经验风险最小化（ERM）原则。

然而，当样本数量有限时，最小化经验风险并不能保证期望风险也最小，还会有过拟合的风险。因此，统

计学习理论需要解决的核心问题：（1）学习过程的一致性——在什么条件下，经验风险最小化能收敛到

期望风险最小；（2）收敛速度——经验风险收敛到期望风险的速度有多快，如何量化；（3）控制推广能

力——如何控制学习机器的推广能力，使其在小样本情况下也能表现良好。

• 欠学习（欠拟合）：模型过于简单，无法捕捉数据中的潜在规律，导致在训练集和测试集上都

表现不佳的现象。训练误差和测试误差都偏高，偏差高、方差低。可能是模型选择过简单、特

征选择不当、训练不充分、正则化中惩罚过大。

• 过学习（过拟合）：指模型过于复杂，不仅学习了数据的真实规律，还学习了训练数据中的噪声

和随机波动，导致在训练集上表现很好但在测试集上表现差。训练误差很低，测试误差偏高，

偏差低、方差高。可能是模型复杂度过高、训练数据不足、训练时间过长、噪声干扰导致。

• 学习过程的一致性：指在训练样本上以经验风险最小化原则进行的学习，在样本数趋近于无穷大时

与期望风险最小的目标是否一致。ERM 原则一致性的充要条件就是经验风险在整个函数集上一致

收敛于期望风险

• 收敛速度：描述学习过程达到最佳性能的速度——E [R(fN )−R(f∗)] = O (N−α)，R(fN ) 是模型
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在 N 个样本上的训练误差；R(f∗) 是真实误差；O (N−α) 表示这个差距会随着样本数 N 的增加，

以 N−α 的速度缩小，通常 α ∈ [0.5, 1]，越大收敛速度越快。

• 样本复杂度：指达到指定精度所需的样本量，对目标精度 ε和置信度 1−δ有：P (R(fN )−R(f∗) ≤ ε) ≥

1− δ；找到最小的样本复杂度 N。

• 赤池信息量准则（AIC）：是经典的模型选择工具，在模型拟合度和模型复杂度之间找平衡，目标是

寻找到最好解释数据且参数最少的模型。公式为 AIC = 2k− 2ln(L)；k——参数的数量；L——最

大似然函数值（代表模型对数据的拟合程度）。AIC 值越小，模型越好；优先选择 AIC 值最小的模

型，如果多个模型 AIC 值相近，选择更简单的模型。

当样本量 n 较小时，AIC 需要修正为 AICc（因为小样本 AIC 倾向于选择过拟合的复杂模型）：

AICc = AIC+
2k(k + 1)

n− k − 1
，当 n 趋于无穷，AICc 收敛于 AIC。

• 贝叶斯信息准则（BIC）：同样是用来在模型拟合度和复杂度之间做平衡的模型选择工具，公式为

BIC = k�ln(n)−2ln(L)；n 为样本容量（训练数据的数量）；可见 BIC 对参数的惩罚是与样本容量

相关的，n>7 时，BIC 的惩罚更强。

小样本时 AIC 倾向选择更复杂模型；大样本时 BIC 倾向选择更简单模型。AIC 的设计目标就是

最小化预测误差，因此以预测为主时选取 AIC；BIC 对模型复杂度的惩罚更重，会强制模型向更

简洁的方向收敛，优先选择参数更少、结构更简单的模型，适用于解释任务。

• VC 维：指能够被假设空间完全打散的最大样本点数，记作 V C(H)，其中 H 是假设空间。用于定

量衡量模型的复杂度和表达能力。

打散——对于 n 个点的所有 2n 种标签组合，假设空间中都存在一个假设能够正确分类。

示例：1）一维阈值函数（VC (H)=1）；公式为 H = {f(x) = I(x ≥ a) | a ∈ R}，在数轴上找一个

阈值 a，把右边判为“1”、左边判为“0”。最多可打散一个点，VC (H)=1 可结合下图理解：

2）二维线性分类器（VC (H)=3）：公式为 H =
{
f(x) = sign(wx+ b) | w ∈ R2, b ∈ R

}
，是二维

平面上的直线分类模型。如下图可知 4 个点无法完全打散，因此 VC(H)=3。

3）n 维线性超平面（VC (H)=n+1）：公式为 H = {f(x) = sign(wx+ b) | w ∈ Rn, b ∈ R}

4）二维轴对称矩形（VC (H)=4）：用和坐标轴对齐的矩形框，把点框起来判为正。4 个点有 16

中标注方式，把 4 个点放在矩形四个角落时，每种标注都能找到对应的矩形。
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函数集的容量——指函数集能够实现的分类能力，即函数集的表达能力或复杂度。VC 维越大，模

型容量越大，函数集能够表达的分类边界越复杂。

*VC 维与推广能力——经验风险与期望风险的差距可以用 VC 维来界定，这个界被称为推广能力

的界。有公式：

R(α) ≤ Remp(α) +

√√√√√h

(
ln 2l

h
+ 1

)
− ln η

4

l

其中 R(α)为模型的真实误差；Remp 为经验风险；h为 VC维；l 为样本数；η 为置信度参数，1−η

是置信水平。

可见 VC 维越大，置信范围越大，经验风险与期望风险差距越大，过拟合风险越高，样本需求多。

样本数越多，置信范围越小，泛化能力更强。因此，控制 VC 维是控制模型复杂度、避免过学习的

关键。

• 结构风险最小化（SRM）原则：引入模型复杂度惩罚项，最小化训练误差的同时控制复杂度，避免

过学习。结构风险定义公式：

Rsrm(α) = Remp(α) + Φ(h/l)

Remp(α) 为经验风险；Φ(h/l) 为置信范围（复杂度惩罚项）

实现 SRM 有两种策略：一种是固定置信范围，在函数集中选取使经验风险最小的函数（常用方法，

通过交叉验证选取最优模型）；另一种方法是固定经验风险，在函数集中选取使得置信范围最小的

函数。

• 正则化方法在前面章节已经对此有过基本了解了。其通过在目标函数中添加模型复杂度惩罚项，在

最小化训练误差的同时，控制模型复杂度，从而实现结构风险最小化。通用形式：

min : Remp(α) + λ · Ω(α)

λ 为正则化系数，控制惩罚强度；Ω(α) 为惩罚项，衡量模型复杂度。

正则化可以防止过拟合，提高泛化能力，处理不适定问题使优化问题有唯一解。L1正则化（LASSO），

L2 正则化（Ridge），具体可见第二章线性回归。
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7 决策树与集成学习

7.1 决策树

决策树是一种以树形结果展示决策规则和分类结果的模型，属于非参学习方法，本质是一种符合生

活直观的归纳分类方法。如下图示例（是否举行某个活动）可以展示决策树的运作机制，基于此决策树

就可以根据已有的相关信息对是否举行活动进行预测。

7.1.1 组成

决策树的基本组成部分为：决策结点、分支、叶子

• 根结点：整个决策树的开始（如上图“天气”为根结点）

• 叶结点：代表一种可能的分类结果（如上图“举行”/“不举行”的判断）

• 每个分支是一个新的决策结点或者叶子

• 每个决策结点代表一个问题或者对应待分类对象的属性

7.1.2 ID3 方法

ID3是决策树学习方法中最具代表性的经典算法，核心是用信息增益作为选择分支，构建决策树。在

此需要引入以下部分概念。

• 信息量：用于衡量事件“意外程度”的指标，事件越不确定、越稀有，信息量就越大。对于某

一事件 x，发生概率为 P(x)，信息量为：

I(x) = − log2 P (x)

• 熵：用于衡量系统不确定性的指标，是随机变量多种可能的平均信息量，熵越大，随机变量不

确定性越大。随机变量 Y 有概率分布：P (Y = yi) = pi, i = 1, 2, . . . , n，随机变量 Y 的熵定
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义为：H(Y ) = −
∑n

i=1 pi log2 pi，可见熵仅与 Y 的分布有关，与 Y 取值无关。有范围

0 ≤ H(Y ) ≤ logn �n 为随机变量 Y 可能取值个数

当 Y 为 0-1 分布时，H(Y ) = −p log2 p− (1− p) log2(1− p)

• 条件熵：在己知随机变量 X 的条件下随机变量 Y 的不确定性。

H(Y |X) =

n∑
i=1

piH(Y |X = xi)

注意这里的概率 pi 指的是特征 X = xi 的概率。

• 信息增益：得知特征 X 的信息而使得类 Y 的信息的不确定性减少的程度，也称为互信息，表

示为 H(Y )−H(Y |X)

选取 ID3 算法进行决策树构建时，先从根结点开始，对结点计算所有可能的特征的信息增益，选择

信息增益最大的特征作为结点的特征，由该特征的不同取值建立子结点；再对子结点递归地调用以上方

法，构建决策树，直到所有特征的信息增益均很小或没有特征可以选择为止；最终得到一棵决策树。

7.1.3 示例分析

选取如下是否购买计算机的例子，进行决策树 ID3 算法的构建。

计数 年龄 收入 学生 信誉 归类：买计算机？
64 青 高 否 良 不买
64 青 高 否 优 不买
128 中 高 否 良 买
60 老 中 否 良 买
64 老 低 是 良 买
64 老 低 是 优 不买
64 中 低 是 优 买
128 青 中 否 良 不买
64 青 低 是 良 买
132 老 中 是 良 买
64 青 中 是 优 买
32 中 中 否 优 买
32 中 高 是 良 买
63 老 中 否 优 不买
1 老 中 否 优 买

1. 计算决策属性（Y）熵：决策属性为“买”/“不买”

属性 人数 概率 熵

Y1（买） 641 P1=0.62660 H(Y ) = −P1 log2 P1 − P2 log2 P2 = 0.95537

Y2（不买） 383 P2=0.37440

2. 计算各个条件属性熵
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1）计算年龄（A）的熵和信息增益

年龄 (A) 购买情况 概率 熵 H(Y |Ai) 人数占比

A1 (青年) 128 买 P1(买) =
128

384
H(Y |A1) = −P1 log2 P1 − P2 log2 P2 = 0.9183

384

1024

256 不买 P2(不买) =
256

384

A2 (中年) 256 买 P1(买) =
256

256
H(Y |A2) = −P1 log2 P1 − P2 log2 P2 = 0

256

1024

0 不买 P2(不买) =
0

256

A3 (老年) 257 买 P1(买) =
257

384
H(Y |A3) = −P1 log2 P1 − P2 log2 P2 = 0.9157

384

1024

127 不买 P2(不买) =
127

384

条件熵 H(Y |A) =
384

1024
× 0.9183 +

256

1024
× 0 +

384

1024
× 0.9157 = 0.6877

年龄的信息增益 G(A) = H(Y )−H(Y |A) = 0.9537− 0.6877 = 0.2660

2）计算收入（B）的熵和信息增益

收入 (B) 购买情况 概率 熵 H(Y |Bi) 人数占比

B1 (高) 160 买 P1(买) =
160

288
H(Y |B1) = −P1 log2 P1 − P2 log2 P2 = 0.9911

288

1024

128 不买 P2(不买) =
128

288

B2 (中) 289 买 P1(买) =
289

480
H(Y |B2) = −P1 log2 P1 − P2 log2 P2 = 0.9697

480

1024

191 不买 P2(不买) =
191

480

B3 (低) 192 买 P1(买) =
192

256
H(Y |B3) = −P1 log2 P1 − P2 log2 P2 = 0.8113

256

1024

64 不买 P2(不买) =
64

256

条件熵 H(Y |B) =
288

1024
× 0.9911 +

480

1024
× 0.9697 +

256

1024
× 0.8113 = 0.9361

收入的信息增益 G(B) = H(Y )−H(Y |B) = 0.9537− 0.9361 = 0.0176

3）计算学生（C）的熵和信息增益

学生 (C) 购买情况 概率 熵 H(Y |Ci) 人数占比

C1 (学生) 420 买 P1(买) =
420

484
H(Y |C1) = −P1 log2 P1 − P2 log2 P2 = 0.5635

484

1024

64 不买 P2(不买) =
64

484

C2 (非学生) 221 买 P1(买) =
221

540
H(Y |C2) = −P1 log2 P1 − P2 log2 P2 = 0.9761

540

1024

319 不买 P2(不买) =
319

540

条件熵 H(Y |C) =
484

1024
× 0.5635 +

540

1024
× 0.9761 = 0.7811

学生的信息增益 G(C) = H(Y )−H(Y |C) = 0.9537− 0.7811 = 0.1726

4）计算信誉（D）的熵和信息增益
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信誉 (D) 购买情况 概率 熵 H(Y |Di) 人数占比

D1 (良好) 480 买 P1(买) =
480

672
H(Y |D1) = −P1 log2 P1 − P2 log2 P2 = 0.8631

672

1024

192 不买 P2(不买) =
192

672

D2 (优秀) 161 买 P1(买) =
161

352
H(Y |D2) = −P1 log2 P1 − P2 log2 P2 = 0.9923

352

1024

191 不买 P2(不买) =
191

352

条件熵 H(Y |D) =
672

1024
× 0.8631 +

352

1024
× 0.9923 = 0.9075

信誉的信息增益 G(D) = H(Y )−H(Y |D) = 0.9537− 0.9075 = 0.0462

3. 比较信息增益，选取根结点。年龄的信息增益最大，因此以年龄作为根结点，可以划分出青年、中

年、老年三支，中年由于全是“买”，因此直接到叶子。而对于青年和老年则需要进一步在剩下三

个指标——收入、学生、信誉分别再来计算各自的信息增益，最后一步一步将决策树完成。

7.1.4 其他决策树方法

• 其他不纯度度量：1）Gini 不纯度（方差不纯度）（CART 算法用）——即随机抽取两个样本，其类

别不一样的概率，有 H(Y ) =
∑

m ̸=n P (ωm)P (ωn) = 1−
∑k

j=1 P
2(ωj)；

2）误差不纯度——公式为 H(Y ) = 1−maxj P (ωj)，节点里最多的类别占比越高，节点越“纯”。

• C4.5 算法：当一个特征的取值越多，每个取值对应的子集数越少时，条件熵也就越小，信息增益越

大。极端一点想，比如在讨论一个人买不买计算机时，我们如果加入特征——身份证号，每个样本

的身份证号都是不一样的，导致有很多分支，每个分支含有 1 个样本，得到的条件熵很小，信息增

益很大，那么我们建决策树会以身份证号为根结点，而非先考虑年龄、性别之类的，显然这是不符

合常理的。
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这反映了 ID3 算法在进行进行选取时，容易偏向取值多的特征，导致模型过拟合，缺乏泛化能力。

为了修正信息增益带来的偏向性，C4.5 算法引入了信息增益率作为标准，有：

∆G =
H(Y )−H(Y |X)

H(X)

可见，当一个特征取值越多时，其固有信息 H(X) 也会增大，信息增益率也越小，起到了对多取值

特征的“惩罚”作用。

• 分类回归树 CART 算法：每个节点上都采用二分法，最后构成二叉树。

7.1.5 决策树的剪枝

合适的决策树我们希望是规模小但是在测试集的准确率高，而无论何种建树方法都会有过拟合、过

度分裂、树高过高等现象，如下图展示训练集和测试集的正确率。因此决策树的构建需要人为限制和干

预，即剪枝可以用于处理过拟合。

剪枝方法有先剪枝（阈值法、信息增益的统计显著性分析、交叉验证）和后剪枝（最小代价与复杂性

的折衷、交叉验证）

7.2 集成学习

集成学习是一种经典的机器学习范式，通过结合多个单模型（弱学习器/基学习器）来弥补单个模型

的不足，得到一个更加强大和准确的学习系统。

• 强可学习：一个概念（类）存在一个多项式的学习算法能够学习它，并且正确率很高

• 弱可学习：一个概念（类）存在一个多项式的学习算法能够学习它，学习的正确率仅比随机猜略好

• 一个概念是强可学习的充分必要条件是这个概念是弱可学习。因此只要找到一个比随机猜测略好的

弱学习算法就可以直接将其提升为强学习算法，而不必直接去找很难获得的强学习算法
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• 获得不同的弱分类器有多种方式：使用不同的弱学习算法得到不同基本学习器——参数估计、非参

数估计；使用相同的弱学习算法，但用不同的参数——K-Mean 不同的 K，神经网络不同的隐含层；

相同输入对象的不同表示凸显事物不同的特征；使用不同的训练集——bagging,boosting

7.2.1 Bagging

Bagging（Bootstrap Aggregating）（自举汇聚法）是集成学习中最经典的并行集成范式，也是随机

森林的基础。其核心流程如下：

1. 从原始数据集 Z = (z1, z2, . . . , zN ) 中有放回地抽取一个样本，抽取 N 次，生成一个和原数据集大

小相同的新数据集 Z∗1，重复这个过程 B 次，得到 B 个独立的训练集 Z∗1, Z∗2, . . . , Z∗B

2. 并行训练基学习器，用同一个学习算法分别在这 B 个数据集上训练，得到 B 个独立的分类器

S(Z∗1), S(Z∗2), . . . , S(Z∗B)

3. 组合预测结果，采取多数投票法，哪个类别被最多分类器选中，就作为最终预测结果。

随机森林（Random Forest）算法是 Bagging的改进，专门针对决策树设计。其流程第一步与 Bagging

一样，得到多个随机抽取的样本集；第二步则是用每个样本集作为训练样本构造决策树，但是在构造决

策树过程中，每次是从所有候选特征中随机抽取 m 个特征，作为当前节点下决策的备选特征；最后对决

策树进行投票，得票最多的类作为随机森林的决策。

随机森林在建树的过程每次是随机选取 m 个特征，这样可以避免所有树都用全部特征而优先学习到

最强特征/噪声，导致过拟合出现。
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7.2.2 Boosting

Boosting 是一类串行式集成学习框架，其核心是将一组弱可学习器通过迭代加权组合，构造一个强

可学习器，每一轮迭代依赖前一轮的学习结果进行调整。（可见与 Bagging 不同，Bagging 可以理解为并

行的多轮训练；Boosting 是“串联”地训练）

AdaBoost（Adaptive Boosting）是一种经典的 Boosting 算法。其通过提高那些被前一轮弱分类器

错误分类样本的权值，降低那些被正确分类样本的权值来。具体算法如下：

1. 输入：训练数据集

T = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN )}

其中 xi ∈ X ⊆ Rn：n 维特征向量；yi ∈ Y = {−1,+1} :类别标签

2. 输出：最终分类器 G(x)

3. 算法流程：

1）初始化训练数据的权值分布，初始状态下每个样本的权重都是相等的 1/N

D1 = (w11, w12, . . . , w1N ), w1i =
1

N
, i = 1, 2, . . . , N

2）对迭代的第 m 轮，m = 1, 2, . . . ,M，用有权值分布 Dm 的训练数据学习，得到基本分类器

Gm(x) : X → {−1,+1}

3）计算 Gm(x) 在训练数据集上的分类误差率（样本权值分布有：
∑N

i=1 Wmi = 1）：

em =

N∑
i=1

P (Gm(xi) 6= yi) =

N∑
i=1

wmiI(Gm(xi) 6= yi) =
∑

Gm(xi) ̸=yi

wmi

这里 I(·) 是指示函数，即基本分类器与实际分类不同时（误分类）取 1，否则为 0.
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4）计算 Gm(x) 的系数，即该弱分类器的权重，错误率越低，权重越高，贡献越大：

αm =
1

2
ln 1− em

em

若 em = 0.5，αm = 0 该分类器无贡献，等同随机猜测；若 em < 0.5，αm > 0 错误率越低，

αm 越大，是有效分类器；em > 0.5，αm < 0 是无效分类器。

5）更新训练数据集的权值分布 Dm+1 = (wm+1,1, . . . , wm+1,i, . . . , wm+1,N )

wm+1,i =
wmi

Zm
e−αmyiGm(xi), i = 1, 2, . . . , N

Zm =

N∑
i=1

wmie
−αmyiGm(xi)

正确分类时，yiGm(xi) = 1；错误分类时，yiGm(xi) = −1；其中 Zm 的作用是进行归一化，确

保所有样本权值和为 1。上述可写为以下分段函数：

wm+1,i =


wmi

Zm
e−αm , Gm(xi) = yi

wmi

Zm
eαm , Gm(xi) 6= yi

6）构建基本分类器的线性组合 f(x) =
∑M

m=1 αmGm(x) 得到最终分类器：

G(x) = sign(f(x)) = sign
(

M∑
m=1

αmGm(x)

)

下图则展示了 AdaBoost 是如何将多个弱分类器组合成一个强分类器的过程。

图 15: AdaBoost 图示
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以如下数据进行 AdaBoost 具体运用过程示例展示：
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8 统计决策理论和贝叶斯分类器

8.1 统计决策理论

先前的监督学习中，我们的目标是根据样本的输入特征可以对样本进行正确分类判断。但是现实的

不确定性，我们无法无法百分百确定一个样本的真实类别，只能通过概率与统计规律，做出最优、最可

靠的决策。统计决策理论就是在不确定环境下，利用概率知识、样本信息，指导我们如何选择最优分类

规则的理论体系。

8.1.1 决策例子

假如我们要判断一个细胞是否为癌细胞，但是又没有任何该细胞的检测信息，此时就只能根据历史

统计得到的先验概率 P (ωi)，ω1 代表正常细胞，ω2 代表异常细胞。则可根据大量统计资料对某区域正常

与异常细胞比例估计 P (ω1) 与 P (ω2)

决策规则：

x

∈ ω1 若P (ω1) ≥ P (ω2)

∈ ω2 若P (ω1) < P (ω2)

错误率 ：P (error) = 1− P (ω1) = P (ω2) (如果决策x ∈ ω1)

而当我们知道细胞的检测信息 x 时，则是根据后验概率 P (ωi|x)（一种条件概率）判断，即在细胞特

征 x 条件下，该样本属于类别 ωi 的概率。

决策规则：

x

∈ ω1 若P (ω1|x) ≥ P (ω2|x)

∈ ω2 若P (ω1|x) < P (ω2|x)

错误率 ：P (error|x) = 1− P (ω1|x) = P (ω2|x) (如果决策x ∈ ω1)

贝叶斯公式：P (ωi|x) = P (ωi,x)
P (x) = P (x|ωi)P (ωi)

P (x)

8.1.2 贝叶斯决策

写在前面，接下来的部分 P 代表概率，p 代表概率密度！

贝叶斯决策就是在不完全情报下，对部分未知的状态用主观概率估计，然后用贝叶斯公式对发生概

率进行修正，最后再利用期望值和修正概率做出最优决策。贝叶斯决策理论方法是统计模型决策中的一

个基本方法，有基本思想：

1. 已知类条件概率密度参数表达式 p(x|ωi)（某类别下，特征 x 出现的概率）和先验概率 P (ωi)

2. 利用贝叶斯公式转换成后验概率

3. 根据后验概率大小进行决策分类
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1）最小错误率贝叶斯决策：对于二分类问题，样本 x 上被分错的概率：

P (error|x) =

P (ω2|x) x ∈ ω1

P (ω1|x) x ∈ ω2

错误率：上述的 P (error|x) 是单个样本的错误概率，我们关注的错误率是整个样本空间上的平均错误率：

P (error) =
∫

P (error|x)p(x) dx

最小错误率贝叶斯决策即 minP (error) = min
∫
P (error|x)p(x) dx，由于 p(x) 是特征 x 固定的概率

密度函数，因此这个最小化问题又等价于：

minP (error|x) ∀x

容易求解的最优决策规则是：

P (ω1|x) ≷ P (ω2|x), 则x ∈

ω1

ω2

后验概率根据贝叶斯公式有：

P (ωi|x) =
p(x|ωi)P (ωi)

p(x)
=

p(x|ωi)P (ωi)∑2
j=1 p(x|ωj)P (ωj)

, i = 1, 2

Q ：为啥这里的贝叶斯公式里面会有概率密度呢？

A ：首先根据贝叶斯公式有 P (ωi|x) = P (ωi,x)
P (x) = P (x|ωi)P (ωi)

P (x)
P (x|ωi) =

∫ x+∆x

x

p(ξ|ωi) dξ

P (x) =

∫ x+∆x

x

p(ξ) dξ

积分中值定理−−−−−−−−−−−→
ξ1,ξ2∈[x,x+∆x]

p(ξ1|ωi)∆x

p(ξ2)∆x

当 ∆x→ 0 时，ξ1, ξ2 → x，因此
P (x|ωi)→ p(x|ωi)∆x

P (x)→ p(x)∆x

⇒ P (x|ωi)P (ωi)

P (x)
=

p(x|ωi)∆xP (ωi)

p(x)∆x
=

p(x|ωi)P (ωi)

p(x)

最优决策规则实际就是在比较 P (ω1|x) 与 P (ω2|x) 大小，因此作比有 P (ω1|x)
P (ω2|x) = p(x|ω1)·P (ω1)

p(x|ω2)·P (ω2)
≷ 1，
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写成似然比的形式，最优决策规则等价为：

若l(x) =
p(x|ω1)

p(x|ω2)
≷ λ =

P (ω2)

P (ω1)
, 则x ∈

ω1

ω2

如下两图则分别展示了类条件概率密度和后验概率图。

对于多类判别决策，则选取最大的后验概率作为决策判断依据。

如下是一个最小错误率贝叶斯决策例题：

假设在某个局部地区细胞识别中正常 (ω1) 和异常 (ω2) 两类的先验概率分别为

正常状态 P (ω1) = 0.9

异常状态 P (ω2) = 0.1

现有一待识别的细胞，其观察值为 x，从类条件概率密度曲线上分别查得

p(x|ω1) = 0.2, p(x|ω2) = 0.4

试对该细胞 x 进行分类。

2）最小风险率贝叶斯决策：前面最小错误率贝叶斯决策我们默认所有错误的代价都是一样的，而去追求

更高的正确率。但是实际生活中不同错误的后果往往是不同的，因此我们还需要将风险纳入考虑范围。
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期望风险：采取某种决策 αi（如判断为是/不是癌细胞）所带来的平均风险

R(αi|x) ≡
c∑

j=1

λ(αi, ωj)P (ωj |x), i = 1, . . . , k

其中 αi 是我们采取的第 i 个决策；ωj 是第 j 个样本的真实状态；λ(αi, ωj) 作为损失函数，在具体情况

有固定的常数表。

由此最小风险率贝叶斯决策求解如下最优化问题：

minR(α) = min
∫

R(α(x)|x)p(x) dx

即 α = argmini=1,...,k R(αi|x)，对每个样本 x 计算所有决策的条件风险，选择条件风险最小的那个

决策：

若λ11P (ω1|x) + λ12P (ω2|x) ≶ λ21P (ω1|x) + λ22P (ω2|x), 则x ∈

ω1

ω2

若l(x) =
p(x|ω1)

p(x|ω2)
≷ P (ω2)

P (ω1)
· λ12 − λ22

λ21 − λ11
, 则x ∈

ω1

ω2

如下在最小错误率贝叶斯决策的例题下，考虑最小风险率贝叶斯问题：

决策 状态

ω1 ω2

α1 0 6

α2 1 0

表 1: 损失矩阵
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8.1.3 二分类问题评价指标

决策
状态 阳性 阴性

阳性 真阳性 (TP) 假阳性 (FP)
阴性 假阴性 (FN) 真阴性 (TN)

• 第一类错误率： FP
FP+TN；第二类错误率：

FN
FN+TP

• 灵敏度（召回率 Rec）：Sn = TP
TP+FN；特异度：Sp = TN

TN+FP

• 正确率：Acc = TP+TN
TP+TN+FP+FN；精确率：Pre = TP

TP+FP；F 度量：F = 2 Rec·Pre
Rec+Pre

• 采用不同的阈值，可以使第一类错误率和第二类错误率连续变化。ROC 曲线（受试者工作特征曲

线），展示了阈值移动时两类错误率的变化，越靠近左上角的点，性能越好，曲线越靠近左上角，模

型的整体分类能力越强。AUC（曲线下面积）是 ROC 曲线和横轴围成的面积，它是一个 0 到 1

之间的数，量化模型的整体分类能力。

8.2 概率密度函数的估计

概率密度函数估计的方法：

• 参数估计：已知概率密度函数形式，估计未知或部分未知参数，如点估计、极大似然估计。

• 非参数估计：概率密度函数形式未知，直接估计概率密度函数，如核密度估计、直方图估计。

8.2.1 最大似然估计

在概统中已经接触过最大似然估计（MLE），此处略微回顾一下。

基本假设：待估参数 θ 未知但确定；样本独立同分布；概率密度函数形式已知；不同类别的参数独

立，可分别处理。

样本：X = {x1, x2, . . . , xN} 似然函数：L(θ) = p(X|θ) = p(x1, x2, . . . , x3|θ) =
∏N

i=1 p(xi|θ)

似然函数连续可微，转换为求解：dL(θ)
dθ = 0

一般地，未知参数为多个：θ̂ =
[
θ1, θ2, . . . , θs

]T
则是分别对每个参数求偏导等于 0.

∇θ =

[
∂

∂θ1
,

∂

∂θ2
, . . . ,

∂

∂θs

]T
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∇θL(θ) = 0

如下是对正态分布下的最大似然估计求解：

8.2.2 直方图法

当需要估计的概率密度函数的形式未知时，无法使用参数估计。选取非参数估计方法，需要注意非

参数方法的共同问题是对样本数量需求较大，只要样本数目足够大众可以保证收敛于任何复杂的位置密

度，但是计算量和存储量都比较大。

直方图法把样本 x 每个分量分成 k 个等间隔小舱，每个小舱的体积为 V，统计落入小舱内的样本数

目 qi，把每个小舱的概率密度看作常数，估计值为 qi
NV（N 是样本总数）

• 基本原理：区间体积 V 足够小时，可以假定该小范围内 p(x) 是常数，随机向量落入小区域范围的

估计为：PR =
∫
R
p(x) dx = p(x)V，小区域中落入 k 个样本时 PR 的估计为：P̂R = k

N，直方图小

舱内的概率密度估计为：

p̂(x) =
k

NV

• 小舱选择：小舱过大会导致估计的密度函数粗糙；小舱过小会使估计结果不连续。样本趋于无穷多

时的收敛条件为：limn→∞ Vn = 0，limn→∞ kn →∞，limn→∞
kn

n = 0

8.3 朴素贝叶斯

在先前的贝叶斯决策中，涉及到类条件概率 P (x|ωi)，即在类别 ωi 下，特征 x 出现的概率。当 x 包

含特征个数很多如 10 个时，每个特征都有“是”/“否”两种取值，这样导致特征的组合数高达 210 种。

条件概率为指数级别的参数 K
∏n

j=1 Sj 无法用有限样本进行参数估计，朴素贝叶斯则解决了这个问题。
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• 特征为 X、类别为 Y，训练数据集：T = {(x1, y1), (x2, y2), . . . , (xN , yN )}；学习先验概率分布：P (Y =

ck), k = 1, 2, . . . ,K

• 条件独立性假设：固定类别 Y = ck 下，所有特征 X(1), X(2), . . . , X(n) 之间相互独立，得到

P (X = x | Y = ck) = P
(
X(1) = x(1), . . . , X(n) = x(n) | Y = ck

)
=

n∏
j=1

P
(
X(j) = x(j) | Y = ck

)

这个很强的假设，牺牲了分类准确性，“朴素”贝叶斯名字由来。

得到贝叶斯定理：

P (Y = ck | X = x) =
P (X = x | Y = ck)P (Y = ck)∑
k P (X = x | Y = ck)P (Y = ck)

=
P (Y = ck)

∏
j P
(
X(j) = x(j) | Y = ck

)∑
k P (Y = ck)

∏
j P
(
X(j) = x(j) | Y = ck

)
最小错误率贝叶斯分类器最大化后验概率，有最大化后验概率的 ck 类别即为最后的决策类别：

y = f(x) = argmax
ck

P (Y = ck)
∏

j P
(
X(j) = x(j) | Y = ck

)∑
k P (Y = ck)

∏
j P
(
X(j) = x(j) | Y = ck

)
分母对所有 ck 相同，等价于：

y = f(x) = argmax
ck

P (Y = ck)
∏
j

P
(
X(j) = x(j) | Y = ck

)

于是最后的问题就是估计 P (Y = ck) 和 P
(
X(j) = x(j) | Y = ck

)
先验概率 P (Y = ck) 的极大似然估计：

P (Y = ck) =

∑N
i=1 I(yi = ck)

N
, k = 1, 2, . . . ,K

条件概率 P
(
X(j) = x(j) | Y = ck

)
的极大似然估计：

P
(
X(j) = ajl | Y = ck

)
=

∑N
i=1 I

(
X

(j)
i = ajl, yi = ck

)
∑N

i=1 I (yi = ck)

注意 ：运用上述极大似然估计时可能出现所要估计的概率值为 0 的情况，即如果某个特征取值 ajl

在训练集中未出现在类别 ck 下，那么此时上面公式得到的 P
(
X(j) = ajl | Y = ck

)
值为 0，而朴素贝叶
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斯里最大化后验概率中是连乘形式，会导致整个后验概率全部为 0。因此应用贝叶斯估计法（拉普拉斯平

滑）估计相应的概率，给计数增加常数项，保证概率不为 0.

先验概率：

P (Y = ck) =

∑N
i=1 I(yi = ck) + λ

N +Kλ

条件概率：

P
(
X(j) = ajl | Y = ck

)
=

∑N
i=1 I

(
X

(j)
i = ajl, yi = ck

)
+ λ∑N

i=1 I (yi = ck) + Sjλ

这里 K 是类别总数，即一共多少种 ck 可能；N 是训练集的总样本数；

Sj 是第 j 个特征的可能取值总数；ajl 是第 j 个特征的第 l 个取值

朴素贝叶斯示例题：

例. 试由下面训练数据学习一个朴素贝叶斯分类器并确定 x = (2, S)T 的类标记 y。表中 X(1), X(2)

为特征，取值的集合分别为 A1 = {1, 2, 3}，A2 = {S,M,L}，Y 为类标记，Y ∈ C = {1,−1}。

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

X(1) 1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3

X(2) S M M S S S M M L L L M M L L

Y −1 −1 1 1 −1 −1 −1 1 1 1 1 1 1 1 −1

解：根据算法，计算下列概率：

P (Y = 1) =
9

15
, P (Y = −1) = 6

15

P (X(1) = 1 | Y = 1) =
2

9
, P (X(1) = 2 | Y = 1) =

3

9
, P (X(1) = 3 | Y = 1) =

4

9

P (X(2) = S | Y = 1) =
1

9
, P (X(2) = M | Y = 1) =

4

9
, P (X(2) = L | Y = 1) =

4

9

P (X(1) = 1 | Y = −1) = 3

6
, P (X(1) = 2 | Y = −1) = 2

6
, P (X(1) = 3 | Y = −1) = 1

6

P (X(2) = S | Y = −1) = 3

6
, P (X(2) = M | Y = −1) = 2

6
, P (X(2) = L | Y = −1) = 1

6

对于给定的 x = (2, S)T，计算：

P (Y = 1)P (X(1) = 2 | Y = 1)P (X(2) = S | Y = 1) =
9

15
· 3
9
· 1
9
=

1

45

P (Y = −1)P (X(1) = 2 | Y = −1)P (X(2) = S | Y = −1) = 6

15
· 2
6
· 3
6
=

1

15

由于 P (Y = −1)P (X(1) = 2 | Y = −1)P (X(2) = S | Y = −1) 最大，所以 y = −1。
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9 隐马尔可夫模型（HMM）

马尔可夫链是一个系统的状态随时间的变化，且下一个状态只和当前状态有关，和更早的状态无关。

马尔可夫模型所有的状态都是可见的，我们能直接观测到每个时刻的状态，只需要建模状态之间的跳转

关系。如下马尔可夫状态表，展示城市的天气变化，即当今天天气为 XX 时，明天天气是 XX 的概率。

9.1 隐马尔可夫模型的定义

隐马尔可夫模型是关于时序/序列的概率模型，由一个隐藏的马尔科夫链随机生成不可观测的状态随

机序列（隐状态序列），再由各个状态生成一个观测从而产生观测随机序列（观测序列）的过程。序列的

每一个位置又可以看作是一个时刻。

组成：

• 所有可能状态的集合：Q = {q1, q2, . . . , qN}

• 所有可能观测的集合：V = {v1, v2, . . . , vM}

• 长度为 T 的状态序列：I = (i1, i2, . . . , iT )

• 对应的观测序列：O = (o1, o2, . . . , oT )

三要素——λ = (A,B, π)

初始概率分布：π = (π1, π2, . . . , πN )；有 πk = P (i1 = qk), k = 1, 2, . . . , N

状态转移概率矩阵 A：

A = [aij ]N×N

aij = P (it+1 = qj | it = qi), i = 1, 2, . . . , N ; j = 1, 2, . . . , N
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即时刻 t 处于状态 qi 的条件下在时刻 t+ 1 转移到状态 qj 的概率。

观测概率矩阵 B：

B = [bj(k)]N×M

bj(k) = P (ot = vk | it = qj), k = 1, 2, . . . ,M, j = 1, 2, . . . , N

即时刻 t 处于 qj 的条件下生成观测 vk 的概率。

两个基本假设：

1. 齐次马尔科夫性假设：隐马尔可夫链中，时刻 t 的状态只和时刻 t− 1 状态有关，即

P (it | it−1, ot−1, . . . , i1, o1) = P (it | it−1), t = 1, 2, . . . , T

2. 观测独立性假设：时刻 t 的观测只和当前时刻 t 的状态有关，即

P (ot | iT , oT , iT−1, oT−1, . . . , it+1, ot+1, it, it−1, ot−1, . . . , i1, o1) = P (ot | it)

例. 有 4 个盒子，每个盒子装有红、白两种球，红、白球数分别为：盒 1（红 5、白 5）、盒 2（红 3、

白 7）、盒 3（红 6、白 4）、盒 4（红 8、白 2）。按以下规则抽球：

1. 初始从 4 个盒子中等概率选取 1 个，抽 1 球记录颜色后放回；

2. 按规则转移到下一盒：盒 1 必转盒 2，盒 2/3 分别以 0.4/0.6 概率转左/右盒，盒 4 以 0.5 概

率留盒 4 或转盒 3；

3. 在新盒中抽球记录颜色后放回，重复上述转移与抽球操作共 5 次，得到观测序列 O =

(红,红,白,白,红)；

观察者仅能观测球色序列，无法观测盒子序列。

解：盒子对应状态，状态的集合是

Q = {盒子1, 盒子2, 盒子3, 盒子4}, N = 4

球的颜色对应观测，观测的集合是

V = {红, 白}, M = 2

状态序列和观测序列长度 T = 5。

初始概率分布为

π = (0.25, 0.25, 0.25, 0.25)T
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状态转移概率分布为

A =


0 1 0 0

0.4 0 0.6 0

0 0.4 0 0.6

0 0 0.5 0.5


观测概率分布为

B =


0.5 0.5

0.3 0.7

0.6 0.4

0.8 0.2



观测序列的生成：

输入：隐马尔可夫模型 λ = (A,B, π)，观测序列长度 T。

输出：观测序列 O = (o1, o2, . . . , oT )。

1. 按照初始状态分布 π 产生状态 i1；

2. 令 t = 1；

3. 按照状态 it 的观测概率分布 bit(k) 生成 ot；

4. 按照状态 it 的状态转移概率分布 {aitit+1
} 产生状态 it+1, it+1 = 1, 2, . . . , N；

5. 令 t = t+ 1，如果 t < T，转步骤 (3)；否则，终止。

三个基本问题:

1. 概率计算问题——给定模型参数，计算某一观测序列出现的概率：给定 λ = (A,B, π) O = (o1, o2, . . . , oT )，

计算 P (O | λ)；

2. 预测问题（解码）——给定模型参数，给定某一观测序列，解码隐藏的状态序列，已知 λ = (A,B, π) O =

(o1, o2, . . . , oT )，计算使 P (I | O) 最大的状态序列 I = (i1, i2, . . . , iT )；

3. 学习问题（最大似然参数拟合）——给定一系列观测序列，求解模型参数，已知 O = (o1, o2, . . . , oT )，

估计 λ = (A,B, π)，使 P (O | λ) 最大。

9.2 概率计算问题

要计算给定模型和观测序列下的观测序列出现的概率，有多种方法可以计算。

9.2.1 直接计算

• 列举所有可能的长度为 T 状态序列 I = (i1, i2, . . . , iT )

• 求各个状态序列 I 与观测序列 O = (o1, o2, . . . , oT ) 的联合概率 P (O, I | λ)

• 然后对所有可能的状态序列求和，得到 P (O | λ)
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模型下状态序列 I = (i1, i2, . . . , iT ) 的概率为：P (I | λ) = πi1ai1i2ai2i3 · · · aiT−1iT

在固定状态序列 I 观测到序列 O = (o1, o2, . . . , oT ) 的概率：P (O | I, λ) = bi1(o1)bi2(o2) · · · biT (oT )

O 和 I 同时出现的联合概率为：

P (O, I | λ) = P (O | I, λ)P (I | λ) = πi1bi1(o1)ai1i2bi2(o2) · · · aiT−1iT biT (oT )

所有可能的状态序列 I 求和得到观测 O 的概率：

P (O | λ) =
∑
I

P (O | I, λ)P (I | λ) =
∑

i1,i2,...,iT

πi1bi1(o1)ai1i2bi2(o2) · · · aiT−1iT biT (oT )

直接计算是对所有可能的状态序列求和，共有 T 个时刻，每个时刻都有 N 个状态选择，时间复杂度为

O(TNT )，太过复杂。

9.2.2 前向算法

在给定隐马尔科夫模型 λ 下，定义到时刻 t 部分观测序列为 o1, o2, . . . , ot，且状态为 qi 的概率为前

向概率，记作

αt(i) = P (o1, o2, . . . , ot, it = qi | λ)

1）初始化前向概率：

α1(i) = P (o1, i1 = qi | λ)

= P (o1 | i1 = qi, λ)P (i1 = qi)

= πibi(o1), i = 1, 2, . . . , N

2）递推公式：对于 ∀t = 1, 2, . . . , T − 1 有：

αt+1(i) = P (o1, o2, . . . , ot+1, it+1 = qi | λ)

全概率公式
=

N∑
j=1

P (o1, o2, . . . , ot+1, it = qj , it+1 = qi | λ)

条件概率公式
=

N∑
j=1

P (o1, . . . , ot, it = qj | λ) · P (it+1 = qi | o1, . . . , ot, it = qj , λ)·

P (ot+1 | o1, . . . , ot, it = qj , it+1 = qi, λ)

两个基本假设
=

N∑
j=1

P (o1, . . . , ot, it = qj | λ) · P (it+1 = qi | it = qj , λ) · P (ot+1 | it+1 = qi, λ)

=

N∑
j=1

αt(j)ajibi(ot+1), i = 1, 2, . . . , N
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3）终止式：

P (O | λ) = P (o1, o2, . . . , oT | λ)

=

N∑
i=1

P (o1, o2, . . . , oT , iT = qi | λ)

=

N∑
i=1

αT (i)

利用递推公式，每次计算都可以使用上一次的结果，计算复杂度变成 O(TN2)，大大简化了运算量。

例. 考虑盒子和球模型 λ = (A,B, π)，状态集合 Q = {1, 2, 3}，观测集合 V = {红,白}，

A =


0.5 0.2 0.3

0.3 0.5 0.2

0.2 0.3 0.5

 , B =


0.5 0.5

0.4 0.6

0.7 0.3

 , π =


0.2

0.4

0.4


设 T = 3，O = (红,白,红)，试用前向算法计算 P (O|λ)。

9.2.3 后向算法

后向算法是前向算法的对称形式，前向算法是从前向后遍历，后向算法是从后向前遍历。给定隐马尔

科夫模型 λ 下，定义在时刻 t 状态为 qi 的条件下，从 t+ 1 到 T 的部分观测序列为 ot+1, ot+2, . . . , oT

的概率为后向概率，记作

βt(i) = P (ot+1, ot+2, . . . , oT | it = qi, λ), ∀t ≤ T − 1, βT (i) = 1

1）初始化：最后一个时刻 T 不存在后续观测，因此无论处于哪个状态 i，生成的空序列的概率都为

1。

βT (i) = 1, i = 1, 2, . . . , N
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2）递推公式：∀t = T − 1, T − 2, . . . , 1 有：

βt(i) = P (ot+1, . . . , oT | it = qi, λ)

全概率公式
=

N∑
j=1

P (ot+1, . . . , oT , it+1 = qj | it = qi, λ)

条件概率公式
=

N∑
j=1

P (ot+1, . . . , oT | it+1 = qj , it = qi, λ)P (it+1 = qj | it = qi, λ)

两个基本假设
=

N∑
j=1

P (ot+1, . . . , oT | it+1 = qj , λ)P (it+1 = qj | it = qi, λ)

=

N∑
j=1

P (ot+2, . . . , oT | it+1 = qj , λ)P (ot+1 | it+1 = qj , λ)P (it+1 = qj | it = qi, λ)

=

N∑
j=1

βt+1(j)bj(ot+1)aij , i = 1, 2, . . . , N

3）终止：

P (O | λ) = P (o1, o2, . . . , oT | λ)

=

N∑
i=1

P (o1, i1 = qi, o2, . . . , oT | λ)

=

N∑
i=1

P (i1 = qi | λ)P (o1 | i1 = qi, λ)P (o2, o3, . . . , oT | i1 = qi, λ)

=

N∑
i=1

πibi(o1)β1(i)

计算复杂度同样变成 O(TN2)。

9.2.4 前向后向统一

利用前向概率和后向概率

原式：

P (O|λ) = P (o1, . . . , oT |λ) =
N∑
i=1

N∑
j=1

P (o1, . . . , ot, ot+1, . . . , oT , it = qi, it+1 = qj |λ)

条件概率
=

N∑
i=1

N∑
j=1

P (o1, . . . , ot, it = qi | it+1 = qj , λ)P (ot+1, . . . , oT , it+1 = qj |λ)
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后部分：

P (ot+1, . . . , oT , it+1 = qj |λ) = P (ot+2, . . . , oT | it+1 = qj , λ)P (ot+1, it+1 = qj |λ)

= βt+1(j)P (ot+1 | it+1 = qj , λ)P (it+1 = qj |λ)

= βt+1(j) bj(ot+1)P (it+1 = qj |λ)

前部分：

P (o1, . . . , ot, it = qi | it+1 = qj , λ) =
P (o1, . . . , ot, it = qi, it+1 = qj |λ)

P (it+1 = qj |λ)

=
P (it+1 = qj | o1, . . . , ot, it = qi, λ)P (o1, . . . , ot, it = qi|λ)

P (it+1 = qj |λ)

=
P (it+1 = qj | it = qi, λ)P (o1, . . . , ot, it = qi|λ)

P (it+1 = qj |λ)

=
aij · αt(i)

P (it+1 = qj |λ)

∴ P (O|λ) =
N∑
i=1

N∑
j=1

aij αt(i)βt+1(j) bj(ot+1) t = 1, 2, . . . , T − 1

特殊地有：

P (O|λ) = P (o1, . . . , oT |λ)

=

N∑
i=1

P (o1, . . . , ot, . . . , oT , it = qi|λ)

=

N∑
i=1

P (ot+1, . . . , oT | o1, . . . , ot, it = qi, λ)P (o1, . . . , ot, it = qi|λ)

=

N∑
i=1

P (ot+1, . . . , oT | it = qi, λ)P (o1, . . . , ot, it = qi|λ)

=

N∑
i=1

βt(i)αt(i), t = 1, 2, . . . , T

9.3 预测问题

预测问题是已知模型 λ = (A,B, π) 和观测序列 O = (o1, o2, . . . , oT ) 时，计算使后验概率 P (I|O) 最

大的状态序列 I = (i1, i2, . . . , iT )

9.3.1 近似算法

近似算法的想法是，在每个时刻 t 选择在该时刻最有可能出现的状态 i∗t，从而得到一个状态序列

I = (i∗1, i
∗
2, . . . , i

∗
T )，将它作为预测结果，在 t 时刻处于状态 qi 的概率为：
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γt(i) = P (it = qi | O, λ)

=
P (o1, . . . , oT , it = qi | λ)

P (O | λ)

=
P (o1, . . . , ot, it = qi | ot+1, . . . , oT , λ)P (ot+1, . . . , oT | o1, . . . , ot, it = qi, λ)

P (O | λ)

=
P (o1, . . . , ot, it = qi | λ)

∑N
j=1 P (ot+1, . . . , oT , it+1 = qj | o1, . . . , ot, it = qi, λ)

P (O | λ)

=
P (o1, . . . , ot, it = qi | λ)

∑N
j=1 P (ot+1, . . . , oT , it+1 = qj | it = qi, λ)

P (O | λ)

=
αt(i)βt(i)∑N
i=1 αt(i)βt(i)

• 在每一时刻 t 最有可能的状态是：i∗t = argmax1≤i≤N [γt(i)] , t = 1, 2, . . . , T

• 从而得到状态序列：I = (i∗1, i
∗
2, . . . , i

∗
T )

• 得到的状态有可能实际不发生

9.3.2 维特比算法

维特比算法是采用动态规划解决预测问题，即求最优路径（一条路径对应着一个状态序列）。原理：

如果最优路径在时刻 t 通过结点 i∗t，那么这一路径从结点 i∗t 到终点 i∗T 的部分路径，对于从 i∗t 到 i∗T 的

所有可能的部分路径来说，必须是最优的。（即最优路径是全局最优解，其子路径也是节点间的最优路径）

• 从时刻 t = 1 开始，递推地计算在时刻 t 状态为 i 的各条部分路径的最大概率；

• 直至得到时刻 t = T 时状态为 i 的各条路径的最大概率；

• 时刻 t = T 的最大概率即为最优路径的概率 P ∗，最优路径的终结点 i∗T 也同时得到；

• 之后，为了找出最优路径的各个结点，从终结点 i∗T 开始，由后向前逐步求得结点 i∗T−1, i
∗
T−2, . . . , i

∗
1，

得到最优路径 I∗ = (i∗1, i
∗
2, . . . , i

∗
T )

在时刻 t 状态为 i 的所有单个路径 (i1, i2, . . . , it−1, i) 中概率最大值为：

δt(i) = max
i1,i2,...,it−1

P (it = i, it−1, . . . , i1, ot, . . . , o1 | λ), i = 1, 2, . . . , N

在时刻 t 状态为 i 的所有路径 (i1, i2, . . . , it−1, i) 中概率最大的路径的第 t− 1 个结点为：

Ψt(i) = arg max
1≤j≤N

[δt−1(j) · aji] , i = 1, 2, . . . , N
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1）初始化：

δ1(i) = P (i1 = i, o1 | λ) = P (o1 | i1 = i, λ)P (i1 = i | λ) = πibi(o1)

Ψ1(i) = 0, i = 1, 2, . . . , N

2）递推：对 t = 2, 3, . . . , T

δt+1(i) = max
i1,...,it

P (it+1 = i, it, . . . , i1, ot+1, . . . , o1 | λ)

= max
i1,...,it

P (it+1 = i, ot+1 | it, . . . , i1, ot, . . . , o1, λ)P (it, . . . , i1, ot, . . . , o1 | λ)

= max
i1,...,it

P (ot+1 | it+1 = i, it, . . . , i1, ot, . . . , o1, λ)P (it+1 = i | it, . . . , i1, ot, . . . , o1, λ)

P (it, . . . , i1, ot, . . . , o1 | λ)

= max
i1,...,it

P (ot+1 | it+1 = i, λ)P (it+1 = i | it, λ)P (it, . . . , i1, ot, . . . , o1 | λ)

= max
1≤j≤N

max
i1,...,it−1

P (ot+1 | it+1 = i, λ)P (it+1 = i | it = j, λ)P (it = j, . . . , i1, ot, . . . , o1 | λ)

= max
1≤j≤N

bi(ot+1)ajiδt(j) = max
1≤j≤N

[δt(j)aji] bi(ot+1), i = 1, 2, . . . , N, t = 1, 2, . . . , T − 1.

Ψt(i) = argmax1≤j≤N [δt−1(j) · aji] , i = 1, 2, . . . , N

3）终止：

P ∗ = max
1≤i≤N

δT (i)

i∗T = arg max
1≤i≤N

δT (i)

4）最优路径回溯，对 t = T − 1, T − 2, . . . , 1

i∗t = Ψt+1(i
∗
t+1)

得到最优路径 I∗ = (i∗1, i
∗
2, . . . , i

∗
T )

如下是在前向算法例题基础上，关于维特比算法的计算分析：

例. 考虑盒子和球模型 λ = (A,B, π)，状态集合 Q = {1, 2, 3}，观测集合 V = {红,白}，

A =


0.5 0.2 0.3

0.3 0.5 0.2

0.2 0.3 0.5

 , B =


0.5 0.5

0.4 0.6

0.7 0.3

 , π =


0.2

0.4

0.4


设 T = 3，O = (红,白,红)，试求最优状态序列，即最优路径 I∗ = (i∗1, i

∗
2, . . . , i

∗
T )。
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9.4 学习问题

给定模型观测数据：O = (o1, o2, . . . , oT )，利用最大似然 P (O | λ) 计算参数模型：λ = (A,B, π)

• 监督学习方法：假设训练数据是包括观测序列O和对应的状态序列 I——{(O1, I1), (O2, I2), . . . , (OS , IS)}，

可以直接利用极大似然估计法来估计隐马尔可夫模型参数。

1）转移概率 aij 的估计：时刻 t 处于状态 i 而时刻 t+ 1 转移到状态 j 的频数为 Aij，则 aij

的估计为

âij =
Aij∑N
j=1 Aij

, i = 1, 2, . . . , N, j = 1, 2, . . . , N

2）观测概率 bj(k) 的估计：样本中状态为 j 并观测为 k 的频数是 Bjk，那么状态为 j、观测

为 k 的概率 bj(k) 估计是

b̂j(k) =
Bjk∑M
k=1 Bjk

, j = 1, 2, . . . , N, k = 1, 2, . . . ,M

3）初始状态概率 πi 的估计 π̂i 为 S 个样本中初始状态为 qi 的频率。

• 非监督学习方法：假设训练数据只有观测序列 O = (o1, o2, . . . , oT )，采用 Baum-Welch 算法（EM

算法的特殊情况）
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10 无监督学习——聚类

回顾先前所学，我们都是在已知标签的情况下处理数据，属于监督学习，而此处的非监督学习是没

有标签的数据直接进行建模。如下可对概念进行简单辨析：

• 监督学习：依赖于标记数据的模型，训练数据是一套训练样本，每个样本都是由一个输入对象和一

个期望的输出值组成。常用于分类和回归。

• 半监督学习：介于监督学习与无监督学习相结合的一种学习方法。利用少量的标注样本和大量的未

标注样本进行训练和分类的问题。

• 无监督学习：没有任何标记的训练样本，直接对数据进行建模，寻找数据的内在结构及规律，如类

别和聚类。常用于聚类、降维、概率密度估计。

10.1 类（簇）、距离

聚类得到的“类”或“簇”，就是样本的子集。硬聚类——一个样本只能属于一个类，类与类之间没

有交集（如 K-Means 聚类）；软聚类——一个样本可以同时属于多个类，每个类的归属用概率 / 权重表

示。

10.1.1 类/簇

用 G 表示类或簇（cluster)，xi 表示类中的样本，nG 表示 G 中样本的个数，dij 表示样本 xi 与样

本 xj 之间的距离。如下是两种对类/簇的定义：

• 设 T 为给定的正数，若集合 G 中任意两个样本 xi, xj，有 dij ≤ T，则称 G 为一个类或簇。

• 设 T 为给定的正数，若对集合 G 的任意样本 xi，一定存在 G 中的另一个样本 xj，使得 dij ≤ T，

则称 G 为一个类或簇。

类与簇的特征可以通过不同角度来刻画，常用的特征有下面三种：

1. 类的中心：即类的均值

x̄G =
1

nG

nG∑
i=1

xi

2. 类的直径 DG：类中任意两个样本之间的最大距离，即

DG = max
xi,xj∈G

dij
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3. 类的样本散布矩阵 AG
nG∑
i=1

(xi − x̄G)(xi − x̄G)
T

4. 样本协方差矩阵 SG

SG =
1

nG − 1
AG =

1

nG − 1

nG∑
i=1

(xi − x̄G)(xi − x̄G)
T

10.1.2 距离的定义

两个类 Gp 与 Gq 之间的距离为 D(p, q)，也称为连接。Gp 类中包含 np 个样本，Gq 类中包含 nq 个

样本，分别 x̄p 和 x̄q 表示 Gp 和 Gq 的均值，即类的中心。

• 最短距离或单连接：Dpq = min {dij | xi ∈ Gp, xj ∈ Gq}

• 最长距离或完全连接：Dpq = max {dij | xi ∈ Gp, xj ∈ Gq}

• 中心距离：Dpq = dx̄px̄q

• 平均距离：Dpq = 1
npnq

∑
xi∈Gp

∑
xj∈Gq

dij

相似度：假设有 n 个样本，每个样本由 m 个属性的特征向量组成，样本合集可以用矩阵 X 表示

X = [xij ]m×n =


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n

...
...

...

xm1 xm2 · · · xmn


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聚类的核心概念是相似度或距离，有多种相似度或距离定义，相似度直接影响聚类的结果，其选择是聚

类的根本问题。

10.1.3 距离

• 闵可夫斯基距离：在 k 近邻部分便已经提及过该距离，此处简单回顾。闵可夫斯基距离越大，相

似度越小。给定样本集合 X, X 是 m 维实数向量空间 Rm 中点的集合，其中 xi, xj ∈ X, xi =

(x1i, x2i, . . . , xmi)
T, xj = (x1j , x2j , . . . , xmj)

T 样本 xi 与样本 xj 的闵可夫斯基距离定义为

dij =

(
m∑

k=1

|xki − xkj |p
) 1

p

, p ≥ 1

当 p = 1 时为曼哈顿距离，p = 2 时为欧氏距离，p =∞ 时为切比雪夫距离。

• 马哈拉诺比斯距离：简称马氏距离，也是另一种常用的相似度，考虑各个分量（特征）之间的相关

性并与各个分量的尺度无关。距离越大，相似度越小。给定一个样本集合 X, X = [xij ]m×n，其协

方差矩阵记作 S。样本 xi 与样本 xj 之间的马哈拉诺比斯距离 dij 定义为

dij =
[
(xi − xj)

TS−1(xi − xj)
] 1

2

xi = (x1i, x2i, . . . , xmi)
T, xj = (x1j , x2j , . . . , xmj)

T

• 相关系数：样本间的相似度用相关系数表示，相关系数的绝对值越接近于 1，表示样本越相似，越

接近于 0，表示样本越不相似。样本 xi 与样本 xj 之间的相关系数定义为

rij =

∑m
k=1(xki − x̄i)(xkj − x̄j)

[
∑m

k=1(xki − x̄i)2
∑m

k=1(xkj − x̄j)2]
1
2

, x̄i =
1

m

m∑
k=1

xki, x̄j =
1

m

m∑
k=1

xkj

• 夹角余弦：夹角余弦越接近于 1，表示样本越相似，越接近于 0，表示样本越不相似。样本 xi 与样

本 xj 之间的夹角余弦定义为样本 xi 与样本 xj 之间的夹角余弦定义为

sij =

∑m
k=1 xkixkj[∑m

k=1 x
2
ki

∑m
k=1 x

2
kj

] 1
2

10.2 层次聚类

假定样本集 D = {x1, x2, . . . , xm} 包含 m 个无标记样本，每个样本 xi = (xi1;xi2; . . . ;xin) 是一个

n 维的特征向量，聚类算法将样本集 D 划分成 k 个不相交的簇 {Cl|l = 1, 2, . . . , k}，其中 D =
⋃k

l=1 Cl

且 Cl′ ∩
⋂

l′ ̸=l Cl = ϕ。相应地，用 λj ∈ {1, 2, . . . , k} 表示样本 xj 的“簇标记”，即 xj ∈ Cλj
。于是，聚

类的结果可用包含 m 个元素的簇标记向量 λ = {λ1, λ2, . . . , λm}

层次聚类假设了类别之间存在层次结构，将样本聚到层次化的类中，每个样本只属于一个类，属于

硬聚类。层次聚类三要素：

• 距离或相似度：闵可夫斯基距离、马哈拉诺比斯距离、相关系数、夹角余弦



han
bin

g11
6

10 无监督学习——聚类 79

• 合并规则：类间距离最小，类间距离的选择多样，如最短距离、最长距离、中心距离、平均距离

• 停止条件：类的个数达到闭值，或直径超过阈值

层次聚类有两种方法—— 聚合聚类（自下而上聚类）和 分裂聚类（自上而下聚类）

• 聚合聚类：开始将每个样本各自分到一个类；将相距最近的两类合并，建立一个新的类；重复

此操作直到满足停止条件；得到层次化的类别。

• 分裂聚类：开始将所有样本分到一个类；将已有类中相距最远的样本分到两个新的类；重复此

操作直到满足停止条件；得到层次化的类别。

如下是聚合聚类的计算示例：

5 个样本的集合，样本之间的欧氏距离由如下矩阵 D 表示为

D = [dij ]5×5 =



0 7 2 9 3

7 0 5 4 6

2 5 0 8 1

9 4 8 0 5

3 6 1 5 0


1. 由矩阵 D可以看出，d35 = d53 = 1为最小，所以把 G3 和 G5 合并为一个新类，记作 G6 = {x3, x5}。

2. 计算 G6 与 G1, G2, G4 之间的最短距离，以及其余两类之间的距离，得到结果将 G1 与 G6 合并成

一个新类，记作 G7 = {x1, x3, x5}。

3. 再计算 G7 与 G2, G4 之间的最短距离，以及比较 G2 与 G4 间的距离。最后选取将 G2 与 G4 合并

成一个新类，记作 G8 = {x2, x4}。

4. 将 G7 与 G8 合并成一个新类，记作 G9 = {x1, x2, x3, x4, x5}，即将全部样本聚成 1 类，聚类终止。

10.3 k 均值聚类

k 均值聚类是基于样本集合划分的聚类算法，将样本集合划分为 k 个子集，构成 k 个类，将 n 个样

本分到 k 个类中，每个样本到其所属类的中心的距离最小。每个样本只能属于一个类，所以 k 均值聚类

是硬聚类。

样本的集合X = {x1, x2, . . . , xn}，每个样本都是m维向量，将这 n个样本分到 k个类G1, G2, . . . , Gk

中，其中

Gi ∩Gj = ∅,

k⋃
i=1

Gi = X

用 C 表示划分，可以用函数 l = C(i) 表示，其中样本用一个整数 i ∈ {1, 2, . . . , n} 表示，类用一个整数

l ∈ {1, 2, . . . , k} 表示。
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评价标准：采用欧氏距离平方作为样本之间的距离 d(xi, xj)

d(xi, xj) =

m∑
k=1

(xki − xkj)
2 = ‖xi − xj‖2

定义样本与其所属类的中心之间的距离的总和为损失函数：

W (C) =

k∑
l=1

∑
C(i)=l

‖xi − x̄l‖2

由此 k 均值聚类就是求解损失函数最小的最优化问题。

训练策略

• 初始化：随机选择 k 个样本作为初始类中心 m1,m2, . . . ,mk；

• 分配样本：给定当前类中心，求解目标函数 minC
∑k

l=1

∑
C(i)=l ‖xi−ml‖2，将每个样本 xi 指

派到与其最近的中心 mi 对应的类 Gl 中，得到新的划分 C；

• 中心更新：给定当前划分 C，求解目标函数 minm1,...,mk

∑k
l=1

∑
C(i)=l ‖xi −ml‖2，对每个类

Gl 更新中心为类内样本均值

ml =
1

nl

∑
C(i)=l

xi, l = 1, . . . , k

• 重复样本分配和中心更新步骤，直到划分 C 不再变化（或中心变化小于阈值），算法终止，得

到最终的聚类结果。

k 均值聚类算法复杂度是 O(mnk)，其中 m 是样本维数，n 是样本个数，k 是类别个数。

如下是 k 均值聚类的计算 示例 ：

给定含有 5 个样本的集合，试用 k 均值聚类算法将样本聚到 2 个类中。

X =

0 0 1 5 5

2 0 0 0 2


1. 选择两个样本点作为类的中心。假设选择：m

(0)
1 = x1 = (0, 2)T, m

(0)
2 = x2 = (0, 0)T；以 m

(0)
1 为

类 G
(0)
1 ，m

(0)
2 为类 G

(0)
2 的中心。

2. 计算样本到类的距离并分配样本：

• 对 x3 = (1, 0)T: d(x3,m
(0)
1 ) = 5, d(x3,m

(0)
2 ) = 1, 将 x3 分到类 G

(0)
2 。

• 对 x4 = (5, 0)T: d(x4,m
(0)
1 ) = 29, d(x4,m

(0)
2 ) = 25, 将 x4 分到类 G

(0)
2 。

• 对 x5 = (5, 2)T: d(x5,m
(0)
1 ) = 25, d(x5,m

(0)
2 ) = 29, 将 x5 分到类 G

(0)
1 。

3. 得到新的类：G
(1)
1 = {x1, x5}, G

(1)
2 = {x2, x3, x4}；中心为：m

(1)
1 = (2.5, 2.0)T, m

(1)
2 = (2, 0)T

4. 重复步骤，得到新的类发现没有改变，因此聚类停止，得到聚类结果G∗
1 = {x1, x5}, G∗

2 = {x2, x3, x4}。
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算法特性：k 均值聚类是基于事先划分类别数 k 的聚类，得到的类别是平坦的、非层次化的。且算

法是迭代算法，不能保证得到全局最优，初始中心的选择会直接影响聚类结果（虽然类中心在聚类的过

程中会发生移动，但是往往不会移动太大，因为在每一步，样本都已经被分到与其最近的中心的类中）。

实际应用中最优的 k 值是不知道的，因此需要尝试使用不同的 k 值聚类，检验得到聚类结果的质量，

推测最优的 k 值。聚类结果的质量可以用类的平均直径来衡量。当类别数变大超过某个值以后，平均直

径不变，而这个值正是最优的 k 值。
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11 无监督学习——降维

11.1 主成分分析的主要思想

主成分分析（PCA）是一种常用的无监督学习方法，其利用正交变换把由线性相关变量表示的观测

数据转换为少数几个由线性无关变量表示的数据，线性无关的变量称为主成分（个数通常小于原始变量

的个数，达到降维的效果）。PCA 主要用于发现数据中变量之间的关系。

总体主成分分析——数据总体上进行的主成分分析；样本主成分分析——有限样本上进行的主成分

分析。总体主成分分析是样本主成分分析的基础。

PCA 核心逻辑：1）数据预处理——标准化（均值为 0，方差为 1），消除量纲影响。如对随机变量

xi 规范化为 x∗
i = xi−E(xi)√

var(xi)
, i = 1, 2, . . . ,m；2）找最优方向——第一主成分：方差最大的正交方向（信

息最多）；后续主成分：与前面正交、方差次大的方向（信息递减）；3）降维逻辑——投影到低维度，新

的低维合成特征替代原始高维特征。

11.2 总体主成分分析

前置内容：

有 m 维随机变量 x = (x1, x2, . . . , xm)
T，其均值向量为 µ = E(x) = (µ1, µ2, . . . , µm)

T；协方差矩

阵是 Σ = cov(x,x) = E
[
(x− µ)(x− µ)T]，考虑 x 到 m 维随机变量 y = (y1, y2, . . . , ym)

T 的线性变换

为 yi = αT
i x = α1ix1 + α2ix2 + · · ·+ αmixm，其中 αT

i = (α1i, α2i, . . . , αmi), i = 1, 2, . . . ,m。

性质：

E(yi) = αT
i µ, i = 1, 2, . . . ,m

var(yi) = αT
i Σαi, i = 1, 2, . . . ,m

cov(yi, yj) = αT
i Σαj , i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . ,m

总体主成分分析满足三个条件：

• 系数向量 αi 是单位向量，即 αT
i αi = 1, i = 1, 2, . . . ,m；

• 变量 yi 与 yj 互不相关，即 cov(yi, yj) = 0 (i 6= j)；

• 变量 y1 是 x 的所有线性变换中方差最大的；y2 是与 y1 不相关的 x 的所有线性变换中方差最大

的；一般地，yi 是与 y1, y2, . . . , yi−1 (i = 1, 2, . . . ,m) 都不相关的 x 的所有线性变换中方差最大的；

这时分别称 y1, y2, . . . , ym 为 x 的第一主成分、第二主成分、. . .、第 m 主成分。

对于第一个条件有：

αT
i αj =

1, i = j

0, i 6= j

第二、三个条件即为：在 αT
kαk = 1 条件下，同时在与 αT

1 x, . . . ,α
T
k−1x 不相关的 x 的所有线性变

换 αT
kx =

∑m
i=1 αikxi 中，求方差最大的，得到 x 的第 k 主成分。
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计算第一主成分：求解约束最优化问题

max
α1

αT
1 Σα1

s.t. αT
1 α1 = 1

拉格朗日函数为 αT
1 Σα1−λ1

(
αT

1 α1 − 1
)
，对 α1 求偏导（公式：∂xTAx

∂x =
(
A+AT)x (A 为方阵)）

并等于 0，有

Σα1 − λ1α1 = 0

得到第一主成分为 var
(
αT

1 x
)
= αT

1 Σα1 = αT
1 λ1α1 = λ1α

T
1 α1 = λ1

计算第二主成分：与上述过程相似，依旧是求解约束最优化问题

max
α2

αT
2 Σα2

s.t. αT
1 Σα2 = 0, αT

2 Σα1 = 0

αT
2 α2 = 1

由于第二主成分与前面的主成分不相关，因此约束条件多了 αT
1 Σα2 = 0, αT

2 Σα1 = 0 部分，协方

差为 0，两个主成分间不相关。前面的主成分约束进一步化简：

αT
1 Σα2 = αT

2 Σα1 = αT
2 λ1α1 = λ1α

T
2 α1 = λ1α

T
1 α2 = 0

⇒ αT
1 α2 = αT

2 α1 = 0

由此得到拉格朗日函数为 αT
2 Σα2 − λ

(
αT

2 α2 − 1
)
− ϕαT

2 α1；最后解得第二主成分

αT
2 Σα2 = αT

2 λ2α2 = λ2α
T
2 α2 = λ2

按照上述方法求得第一、第二、直到第 m主成分，其系数向量 α1,α2, . . . ,αm 分别是 Σ的第一个、第

二个、直到第m个单位特征向量，λ1, λ2, . . . , λm分别是对应的特征值，且有 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm ≥ 0。

第 k 主成分的方差等于 Σ 的第 k 个特征值，

var(αT
kx) = αT

kΣαk = λk, k = 1, 2, . . . ,m

矩阵形式：随机变量 y = (y1, y2, . . . , ym)T 的分量依次是 x 的第一主成分到第 m 主成分的充要条件为

1）y = ATx，A 为正交矩阵
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A =


α11 α12 · · · α1m

α21 α22 · · · α2m

...
...

...

αm1 αm2 · · · αmm


2）y 的协方差矩阵为对角矩阵

cov(y) = diag(λ1, λ2, . . . , λm)

λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm

其中，λk 是 Σ 的第 k 个特征值，αk 是对应的单位特征向量，k = 1, 2, . . . ,m。

性质 ：

• 总体主成分 y 的协方差矩阵是对角矩阵：cov(y) = Λ = diag(λ1, λ2, . . . , λm)

• 总体主成分 y 的方差之和等于随机变量 x 的方差之和，即

m∑
i=1

λi =

m∑
i=1

σii

其中 σii 是随机变量 xi 的方差，即协方差矩阵 Σ 的对角线元素。

ΣA = AΛ −→ ATΣA = ATAΛ
A 正交矩阵:AT=A−1

−−−−−−−−−−−−−→ ATΣA = Λ ⇒ Σ = AΛAT

m∑
i=1

var(xi) = tr(Σ) = tr(AΛAT )
tr(BC)=tr(CB)
======== tr(ΛATA) = tr(Λ) =

m∑
i=1

λi =

m∑
i=1

var(yi)

• 第 k 个主成分 yk 与变量 xi 的相关系数 ρ(yk, xi) 称为因子负荷量。

cov(yk, xi) = cov(αT
k x, e

T
i x) = αT

kΣei = eTi Σαk = eTi λkαk = λkαik

由此：

ρ(yk, xi) =
cov(yk, xi)√
var(yk)var(xi)

=
cov(αT

k x, e
T
i x)√

λk
√
σii

=

√
λkαik√
σii

, k, i = 1, 2, . . . ,m

共 m 个主成分时，第 m 个主成分与第 i 个变量的因子负荷量满足
∑m

k=1 ρ
2(yk, xi) = 1

推导：

σii = cov(Xi)
协方差矩阵Σ的i行i列−−−−−−−−−−−−→
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Σ = AΛAT =


α11 α12 · · · α1m

α21 α22 · · · α2m

...
... . . . ...

αm1 αm2 · · · αmm




λ1

λ2

. . .

λm




α11 α21 · · · αm1

α12 α22 · · · αm2

...
... . . . ...

α1m α2m · · · αmm



=


λ1α11 λ2α12 · · · λmα1m

λ1α21 λ2α22 · · · λmα2m

...
... . . . ...

λ1αm1 λ2αm2 · · · λmαmm




α11 α21 · · · αm1

α12 α22 · · · αm2

...
... . . . ...

α1m α2m · · · αmm



第i行i列 :
[
λ1αi1 λ2αi2 · · · λmαim

]

αi1

αi2

...

αim

 = λ1α
2
i1 + λ2α

2
i2 + · · ·+ λmα2

im =
∑m

k=1 λkα
2
ik

∴
∑m

k=1 ρ
2(yk, xi) =

∑m
k=1

λkα
2
ik

σii

σii=
∑m

k=1 λkα
2
ik

============
∑m

k=1 λkα
2
ik∑m

k=1 λkα2
ik

= 1

主成分的个数 ：通常取 k 使累计方差贡献率（反映了主成分保留信息的比例）达到规定的百分比以

上，即 ηk = λk∑m
i=1 λi

达到百分比即可。但是这个式子不能反映对变量 xi 保留信息的比例，要讨论 k 个

主成分对原有变量 xi 的贡献率，将其定义为 xi 与 (y1, y2, . . . , yk) 的相关系数的平方，即为

νi = ρ2(xi, (y1, y2, . . . , yk)) =

k∑
j=1

ρ2(xi, yj) =

k∑
j=1

λjα
2
ij

σii

11.3 样本主成分分析

先前的总体 PCA 是针对 x 这个 m 维随机变量，但是在实际中没有随机变量，而是变量在 n 个样

本上的观测值。我们在这些实际的观测数据上进行 PCA 就是样本主成分分析，它和总体主成分有相同

性质。

对 m 维随机变量 x = (x1, x2, . . . , xm)T 进行 n 次独立观测，有观测数据样本矩阵 X 为

X =
[
x1 x2 · · · xn

]
=


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n

...
...

...

xm1 xm2 · · · xmn


注意 ：这里需要区分一下我们观测样本是个 m 维向量，观测样本为黑体的 x1 这种，与随机变量

x = (x1, x2, . . . , xm)T 中的 x1 这种不是同一东西，后者代表的是特征 x1。

• 样本均值为 x̄ = 1
n

∑n
j=1 xj；

• 样本协方差矩阵为 S = [sij ]m×m, sij =
1

n−1

∑n
k=1(xik − x̄i)(xjk − x̄j), i, j = 1, 2, . . . ,m

• 样本相关矩阵 R 为 R = [rij ]m×m, rij =
sij√
siisjj

, i, j = 1, 2, . . . ,m
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• m 维向量 x 到 m 维向量 y = (y1, y2, . . . , ym)T 的线性变换为 y = ATx，其中

A =
[
a1 a2 · · · am

]
=


a11 a12 · · · a1m

a21 a22 · · · a2m
...

...
...

am1 am2 · · · amm


ai = (a1i, a2i, . . . , ami)

T, i = 1, 2, . . . ,m

根据 yi = aT
i x = a1ix1 + a2ix2 + · · ·+ amixm, i = 1, 2, . . . ,m 可以推导得到

性质 ：

yi 的样本均值：ȳi =
1
n

∑n
j=1 a

T
i xj = aT

i x̄

yi的样本方差：var(yi) =
1

n−1

∑n
j=1(a

T
i xj−aT

i x̄)
2 = aT

i

[
1

n−1

∑n
j=1(xj − x̄)(xj − x̄)T

]
ai = aT

i Sai

yi 与 yj 的样本协方差：cov(yi,yk) = aT
i Sak

样本第一主成分是在 aT1 a1 条件下，使得 aT
1 xj (j = 1, 2, . . . , n) 的样本方差 aT1 Sa1 最大的 x 的线

性变换；后续主成分也是在 aTk ak = 1 和与先前的主成分样本协方差 aTk Sai = 0 的条件下，使得样本方

差 aTi Sai 最大的 x 的线性变换。

计算过程：

1. 对观测数据进行规范化，得到的规范化矩阵仍记为 X：

其中 x∗
ij =

xij−x̄i√
Sii

, i = 1, 2, . . . ,m; j = 1, 2, . . . , n

2. 为了方便，后续将规范化后的变量 x∗
ij 仍记作 xij，规范化的样本矩阵仍记作 X。因此，样本

协方差矩阵 S 为样本相关矩阵 R：

R = [rij ]m×m =
1

n− 1
XXT

其中

rij =
1

n− 1

n∑
l=1

xilxlj , i, j = 1, 2, . . . ,m

样本协方差矩阵 S 为总体协方差矩阵 Σ的无偏估计，其特征向量和特征值也是极大似然估计。

3. 求解 R 的特征方程 |R − λI| = 0 得到特征值 λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥ λm，再求方差贡献率
∑k

i=1 ηi

达到预期值的主成分个数 k。再根据 (R − λI)a = 0 和 aTa = 1 求得前 k 个特征值对应的单

位特征向量 ai = (a1i, a2i, . . . , ami)
T, i = 1, 2, . . . , k

4. 求 k 个主成分：yi = aT
i x, i = 1, 2, . . . , k

5. 计算 k 个主成分 yi 与原变量 xi 的相关系数 ρ(xi, yj)，以及 k 个主成分对原变量 xi 的贡献率

vi
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6. 计算 n 个样本的 k 个主成分值，即将样本投影在我们的各个主成分上。第 j 个样本 xj =

(x1j , x2j , . . . , xmj)
T 的第 i 主成分值是

yij = (a1i, a2i, . . . , ami)(x1j , x2j , . . . , xmj)
T =

m∑
l=1

alixlj , i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n

如例题：假设有 n 个学生参加四门课程的考试，将学生们的考试成绩看作随机变量的取值，对考试

成绩数据进行标准化处理，得到样本相关矩阵 R。试对数据进行主成分分析。
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12 深度多层感知器和卷积神经网络

深度学习属于机器学习的一种，主要特点是使用多层非线性处理单元进行特征提取和转换。每层使

用前一层的输出作为输入。与机器学习相比更强调“数据”和“层次化结构”。

12.1 深度 MLP 的使用技巧

在先前的多层感知机中，只要神经元数目足够多，双层感知器就能表达任意连续可微函数。但是网

络结构的选择依赖于很多因素，当时是多层网络时，其面临着梯度消失和梯度爆炸问题、内部协变量偏

移问题、过拟合问题这三个问题。

12.1.1 梯度消失和梯度爆炸问题

利用反向传播算法时，首先我们是正向传播计算神经网络各层的输出，然后通过反向传播计算神经

网络各层的误差以及梯度，最后是梯度下降对各层参数进行更新。在这个过程中，各层的梯度，特别是

前面的梯度，有时会接近 0（梯度消失），或接近无穷（梯度爆炸）。反向传播中的误差向量：

δ(t−1) =

{
diag

(
∂a

∂z(t−1)

)
·W (t)T

}
· δ(t)

简化假设为 δ(t−1) = U · δ(t)，随着时间向前迭代得 δ(1) = U t−1 · δ(t)，U t−1 收敛到 0 或发散到无穷。

防止梯度消失和梯度爆炸的技巧：

1） 对每个神经元的参数权重初始值 w = (w1, w2, . . . , wn)
T 根据正态分布 N

(
0, 1

n

)
随机取值；

2） 激活函数选择左饱和的整流线性函数, 而不是双边饱和的 S 型函数；

3） 使用特定的网络架构，如残差网络 (ResNet，CNN 的改进) 和 LSTM（RNN 的改进），避免反

向传播时只依赖于矩阵连乘。

12.1.2 内部协变量偏移问题

在神经网络中，每一层的输出向量为 h(t)，其依赖于前一层的参数，并且作为“输入”又去训练下一

层网络得到 h(t+1)。这就会使得在学习过程中，前面的参数在不断的迭代中更新，影响 h(t) 的均值、方

差、整体分布等，导致其动态变化，第 t 层及其后面层的学习不容易收敛。要解决这个问题则把每一层

的输入样本进行归一化，有批量归一化（对每一层的净输入在每一个批量样本上进行归一化）和层归一

化（对每一层的净输入在这一层上进行归一化）。

注意下面的输入！！！批量归一化是用黑体 zi 代表这是一个样本向量，这个样本含有多个维度；而

层归一化是 zi 代表一个样本输入的第 i 个神经元的输入。

批量归一化 ：假设批量数据在当前层的净输入是 {z1, z2, . . . , zn}，zj 是第 j 个样本的净输入，n

是批量样本数量。

• 计算当前层的净输入的均值与方差：µ = 1
n

∑n
j=1 zj , σ2 = 1

n−1

∑n
j=1

(
zj − µ

)2
• 每一个样本的净输入进行归一化, 得到向量：zj =

zj−µ√
σ2+ϵ

, j = 1, 2, . . . , n
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• 进行仿射变换，γ 和 β 是参数向量（在所有批量中共有），�是向量的逐元素积（emmm，就是第一

个元素之积 + 第二个元素之积 +⋯⋯），归一化后仿射变换的结果作为批量数据这一层的净输入。

z̃j = γ � zj + β, j = 1, 2, . . . , n

仿射变换把标准化后的数据重新缩放偏移到最合适的值。

根据上述批量归一化的训练过程，如下是预测过程的操作。

• 根据所有训练样本，计算所有批量的均值和方差的平均分别为 Eb(µ) 和 Eb(σ)
2；

• 将测试样本输入并在每一层的净输入进行归一化，得到归一化向量：

zj =
zj − Eb(µ)√
Eb(σ2) + ϵ

, j = 1, 2, . . . , n

• 仿射变换：z̃j = γ � zj + β, j = 1, 2, . . . , n，（这里 γ 和 β 是训练过程中得到的参数向量）

层归一化：和批量归一化类似，但是在每一层的神经元上进行归一化。当前层的神经元的净输入是

z = (z1, z2, . . . , zm)
T，其中 zj 是第 j 个神经元的净输入，m 是神经元个数。由于样本是单个 z，因此如

下训练和预测过程操作一致。

• 计算这一层的神经元的净输入的均值与方差：µ = 1
m

∑m
j=1 zj , σ2 = 1

m−1

∑m
j=1

(
zj − µ

)2
• 对每一个神经元的净输入进行归一化：zj =

zj−µ√
σ2+ϵ

, j = 1, 2, . . . ,m

• 进行仿射变换（γ 和 β 为参数）：z̃j = γ · zj + β, j = 1, 2, . . . ,m，结果作为这一层神经元的实际

净输入。
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12.1.3 过拟合问题

深度学习解决过拟合的方法为正则化，有权重衰减（L1/L2 正则化）、早停法、暂退法等。而深度学

习又有特殊之处——常常不做正则化也不产生过拟合，这往往发生于大规模训练数据 + 过度参数化神经

网络 + 随机梯度下降训练；目前普遍解释是认为随机梯度下降起到隐式正则化的作用, 能保证学到的模

型不产生过拟合。

早停法 ：在学习中使用验证集进行评估, 判断训练的终止点, 进行模型选择, 是隐式的正则化方法。

即可将数据分为训练集、验证集、测试集（0.5，0.25，0.25 的比例），持续训练模型的过程中用验证集进

行评估，得到验证误差，选择验证误差最小的点停止训练。这里的“模型复杂度”不再是模型本身架构的

复杂度，而是“模型训练程度”。

暂退法 ：训练过程中的每一步随机选取一些神经元, 让它们不参与（退出）训练, 学习结束后, 对权

重进行调整, 然后将整体网络用于预测。属于经验性的方法，有效但无严格的理论证明，可以认为是应用

于深度学习的一种 Bagging 方法。

• 设输入层和隐层的每一层都有一个保留概录 p：通常输入层 p= 0.8 , 隐层 p = 0.5；

• 训练的每一步（一次前向后向传播），对每一个样本, 在每一层随机判断, 选取保留的神经元；

• 所有保留的神经元构成了一个退化的神经网络, 也是整体网络的一个子网络；

• 随机梯度下降法更新子网络的权重；

• 训练完成后，对隐层权重 w 乘以保留概率 p 作为最终的权重。

12.2 卷积神经网络的基本操作

卷积神经网络（CNN）是一种专门为处理具有网格结构数据（如图像、音频）而设计的深度学习模

型，通过卷积层中的卷积核与输入数据进行卷积操作，自动提取数据中的特征。

特征：层次化网络结构；前一层的输出是后一层的输入；前面几层每一层进行 卷积运算（实现特征

检测）或汇聚运算（实现特征选择）；最后几层是全连接的前馈神经网络, 进行分类或回归。
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来源：典型的图像数据是灰度图像，可以用实数矩阵表示，在使用前馈神经网络时是将图像的矩阵

数据展开成一个很长的向量作为输入，当输入向量维度很高时，用全连接则参数量太大，难以很好地学

习模型，并且图像在不同位置上有相似的局部特征，前馈神经网络对不同位置的局部特征是分开表示和

学习的, 产生冗余, 会降低表示和学习的效率。卷积神经网络则是从生物视觉系统得到启发, 在前馈神经

网络中导入 卷积运算解决问题。

12.2.1 卷积：特征检测

数学中的卷积（了解）——定义在两个函数上的运算, 表示用其中一个函数对另一个函数的形状进行

的调整。

* 一维卷积：设 f 与 g 是两个可积的实值函数, ⊛ 表示卷积运算，则 f 与 g 的卷积为

h(t) =
(
f ⊛ g

)
(t) =

∫ +∞

−∞
f(τ)g(t− τ) dτ

卷积满足交换律
(
f ⊛ g

)
(t) =

(
g ⊛ f

)
(t)

卷积神经网络中的卷积——实际是数学中的互相关，和严格的数学卷积定义不同。

* 一维互相关：设 f 和 g 是两个可积的实值函数，则他们的互相关函数为（* 表示互相关运算）：

(f ∗ g)(t) =
∫ +∞

−∞
f(τ)g(t+ τ) dτ

互相关不满足交换律， 互相关拓展至二维和离散情况就是卷积神经网络中的卷积
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如上图，左图展示了卷积的交换律，数学卷积公式中的“减”表示翻转后再相乘，而右图展示了互相

关交换后并不相等，因为公式中的“加”表示平移直接相乘，因此交换后结果是对称的。

二维卷积（convolution）：给定一个 I × J 输入矩阵 X =
[
xij

]
I×J
，一个 M × N 核矩阵 W =[

wmn

]
M×N

，满足 M � I, N � J，让核矩阵在输入矩阵上从左到右再从上到下按顺序滑动，在滑

动的每一个位置，核矩阵与输入矩阵的一个子矩阵重叠。求核矩阵与每一个子矩阵的内积，产生一

个 K × L 输出矩阵 Y =
[
ykl
]
K×L
，称此运算为卷积或二维卷积。写作

Y = X ∗W

其中, Y =
[
ykl
]
K×L
，

ykl =

M∑
m=1

N∑
n=1

wm,nxk+m−1,l+n−1

其中, k = 1, 2, . . . ,K, l = 1, 2, . . . , L, K = I −M + 1, L = J −N + 1。

如下图示例可以很好地理解二维卷积的计算过程：即核矩阵 W 去依次平移覆盖输入矩阵 X，两者

的相同位置元素相乘，最后求和得到输出矩阵 Y 的元素。

卷积运算的扩展可以通过增加填充和步幅实现。

•（零）填充：在输入矩阵的周边添加元素为 0 的行和列, 使卷积核能更充分地作用于输入矩阵边缘的

元素。如下图在左侧的输入矩阵增加了多个元素 0，使得原本输入矩阵边缘的元素能多次被覆盖。
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• 步幅：卷积运算中卷积核每次向右或者向下移动的列数或行数。先前都是每次平移一行/一列，如

下图当步幅为 2 时则是平移 2 行/列。

卷积运算依赖于卷积运算的超参数——卷积核的大小、填充的大小、步幅。假设输入矩阵的大小是

I × J，卷积核的大小是 M ×N，两个方向填充的大小是 P 和 Q，步幅的大小是 S，则卷积的输出矩阵

的大小 K × L 满足

K =

⌊
I + 2P −M

S
+ 1

⌋
, L =

⌊
J + 2Q−N

S
+ 1

⌋
这里 bac 表示不超过 a 的最大整数。填充 P 和 Q 的最大值分别是 M − 1 和 N − 1，这时的填充称为全

填充。

卷积运算的物理含义——输入矩阵表示灰度图像，核矩阵表示特征（如物体的边缘），核矩阵的每个

元素代表特征在一个像素点上的灰度（权重）。卷积核平移的过程则是在图像的每一个位置对一个特定的

特征进行检测并输出一个检测值，特征越一致，检测值也越大。卷积核的权重是通过学习获得的。卷积

的输入和输出称为特征图。

三维卷积：输入和输出是由张量表示的特征图。

• 张量：多个大小相同的矩阵组成，矩阵的行数和列数是张量的高度和宽度，矩阵的个数是张量的深

度。

• 矩阵表示的特征图可以看作是一张特征图，张量表示的特征图可以看作是多张特征图。

• 彩色图像数据就是一种张量特征图，由红、绿、蓝三个通道的数据组成，每一个通道的数据由一个

矩阵表示，三个矩阵排列起来构成一个张量。
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如下示例展示了三维卷积的处理过程：

输入张量由三个通道的矩阵组成 X = (XR,XG,XB)，

XR =


3 2 0 1

0 2 1 2

2 0 0 3

2 3 1 2

 , XG =


3 2 0 1

2 1 0 1

1 0 2 1

2 1 0 0

 , XB =


4 2 0 1

0 3 1 0

3 1 0 2

2 2 0 1


卷积核张量由三个矩阵组成 W = (WR,WG,WB)，

WR =


2 1 2

0 0 3

0 0 2

 , WG =


1 0 1

0 1 0

1 0 1

 , WB =


1 0 −1

1 0 −1

1 0 −1


求在其上的三维卷积 Y。

每个输入矩阵与对应的卷积核进行一维卷积后，再整体相加得到输出特征图的元素，在一个卷积核

W = (WR,WG,WB) 处理下得到的是一个输出矩阵特征图，多个卷积核并行重复次操作得到张量特征

图。

12.2.2 汇聚：特征选择

汇聚（pooling）：给定一个 I × J 输入矩阵 X =
[
xij

]
I×J
，一个虚设的 M × N 核矩阵，M �

I,N � J。让核矩阵在输入矩阵上从左到右再从上到下滑动，将输入矩阵划分成若干大小为M ×N

的子矩阵，这些子矩阵相互不重叠且完全覆盖整个输入矩阵。对每一个子矩阵求最大值或平均值，

产生一个 K × L 输出矩阵 Y =
[
ykl
]
K×L
，称此运算为汇聚或二维汇聚。对子矩阵取最大值的称为

最大汇聚，取平均值的称为平均汇聚。即有

ykl = max
m∈{1,2,...,M}
n∈{1,2,...,N}

xk+m−1,l+n−1 或
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ykl =
1

MN

M∑
m=1

N∑
n=1

xk+m−1,l+n−1

其中, k = 1, 2, . . . ,K, l = 1, 2, . . . , L，K 和 L 满足

K =
I

M
, L =

J

N

这里假设 I 和 J 分别可以被 M 和 N 整除。

如矩阵 X =


3 2 0 1

0 2 1 2

2 0 0 3

2 3 1 2

，选取核函数大小为 2*2，步幅为 2，下图展示了上述汇聚的过程。

汇聚的物理含义——汇聚的输入是矩阵，每个元素表示特征的检测值，即卷积的输出；汇聚运算是

将汇聚核在输入矩阵上进行滑动，从汇聚核覆盖的特征检测值中选择一个最大值或平均值, 这样可以有

效地进行特征抽取；输出一个缩小的矩阵，也就是进行了下采样。

三维汇聚：汇聚对输入张量的各个矩阵分别进行汇聚计算, 再将结果排列起来, 产生输出张量。汇

聚的输出特征图高度和宽度比输入特征图更小，但是两者深度相同，如下图详细展示了此过程。
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12.3 卷积神经网络的模型

卷积神经网络是包含卷积与汇聚运算的一种特殊的前馈神经网络。其输入是张量，输出是标量，表

示分类或回归的预测值。中间层每层的输入和输出都是张量（包括矩阵）表示的特征图，中间层可分为

卷积层、汇聚层、全连接层。

卷积层：进行基于卷积的仿射变换和基于激活函数的非线性变换。假设第 l 层是卷积层，则第 l 层

的计算如下：
Z(l) = W (l) ∗X(l−1) + b(l)

X(l) = a
(
Z(l)

)
输入 X(l−1)：I × J ×K 张量， 输出 X(l)：I ′ × J ′ ×K ′ 张量

卷积核 W (l)：M ×N ×K ×K ′ 张量， 偏置 b(l)：I ′ × J ′ ×K ′ 张量

净输入 Z(l)：I ′ × J ′ ×K ′ 张量， a(·) 是激活函数。

矩阵表示：将 I × J ×K 张量展开成 K 个 I × J 矩阵

Z
(l)
k′ =

∑
k

W
(l)
k,k′ ∗X(l−1)

k + b
(l)
k′

X
(l)
k′ = a

(
Z

(l)
k′

)
X

(l−1)
k ：输入的第 k 个 I × J 矩阵, X

(l)
k′ ：输出的第 k′ 个 I ′ × J ′ 矩阵

W
(l)
k,k′：卷积核的第 k × k′ 个 M ×N 矩阵, b

(l)
k′：偏置的第 k′ 个 I ′ × J ′ 矩阵

Z
(l)
k′ ：净输入的第 k′ 个 I ′ × J ′ 矩阵。

如下图展示了卷积层操作前后张量的变化。
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或许如下图展开能帮助我们更好地理解这个公式计算的全过程：

汇聚层：假设第 l 层是汇聚层，则：

X(l) = pooling
(
X(l−1)

)
输入 X(l−1)：I × J ×K 张量, 输出 X(l)：I ′ × J ′ ×K 张量, pooling(·) 是汇聚运算。

矩阵表示：将 I × J ×K 张量展开成 K 个 I × J 矩阵，将 I ′ × J ′ ×K ′ 张量展开成 K ′ 个 I ′ × J ′

矩阵：

X
(l)
k = pooling

(
X

(l−1)
k

)
X

(l−1)
k ：输入的第 k 个 I × J 矩阵, X

(l)
k ：输出的第 k 个 I ′ × J ′ 矩阵。

同样下图展示了汇聚层的张量变化过程。相比卷积，池化的全过程也更加简单。
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全连接层：全连接的第 l 层是前馈神经网络的一层，进行仿射变换和非线性变换：

z(l) = W (l)x(l−1) + b(l)

x(l) = a
(
z(l)
)

x(l−1)：N 维输入向量, 由张量展开得到, x(l)：是 M 维输出向量

W (l)：M ×N 权重矩阵, b(l)：M 维偏置向量

z(l)：M 维净输入向量, a(·) 是激活函数

卷积神经网络中的参数包括卷积核的权重和偏置与全连接的权重和偏置，两者都通过学习获得。CNN

也可以只有卷积层和全连接层, 而没有汇聚层（步幅大于 1 的卷积运算也可以起到下采样作用, 以代替汇

聚运算）。为了达到更好的预测效果, 设计上使用更小的卷积核和更深的结构，前端使用少量的卷积核, 后

端使用大量的卷积核。

卷积神经网络的性质

• 表示效率高：CNN的表示和学习效率比前馈神经网络高。卷积代表的是稀疏连接, 比全连接的数目

大幅减少；卷积核在前一层的各个位置上滑动计算, 在所有位置上具有相同的参数, 大幅减少了参

数的数量；每一层内的卷积运算可以并行处理，加快学习和推理的速度。

• 平移不变性：不变性——设 f(x)是以 x为输入的函数, τ(x)是对 x的变换,如平移、旋转变换、缩放

变换。若满足关系 f(x) = f
(
τ(x)

)
，则称函数 f(·)对变换 τ(·)具有不变性。CNN具有 平移不变性 ，

但不能严格保证。CNN 不具有旋转不变性、缩放不变性。

• 层级化感受野：CNN 利用卷积实现了图像处理需要的特征的表示。前端神经元表示局部特征（只

需要少数卷积核），后端神经元表示的是全局的特征（需要较多卷积核）。感受野——神经元涵盖的

输入矩阵的部分。如下图，第一层的每个神经元是输入层 3*3 卷积得到的，因此每个神经元的感受

野就是输入层的 3*3 区域；第二层池化核为 3*3 区域，得到最大的值作为第二层的神经元，则这个

神经元的感受野是整个输入层。
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13 循环神经网络

在先前所学习的普通的神经网络中，信息的传递是单向的，这让网络变得更加容易学习。但是在一些

现实任务中，网络的输出不仅和当前时刻的输入相关，也和过去的一段时间的输出相关（如输入“What

time is it”，需要按照顺序读取单词并且每次读取不是“孤立地”，而是将所有词联系起来才能理解这句

话）。同时，前馈神经网络要求输入和输出的维数都是固定的，不能任意改变，难以处理长度不固定的时

序数据。由此处理这种问题需要循环神经网络。

13.1 简单循环神经网络

循环神经网络（RNN）是一种具有短期记忆能力，能够处理序列数据（如文本、语音、时间序列）的

神经网络模型。循环指序列数据的每一个位置上具有相同的结构。

思路 ：

• 在序列数据的每一个位置上重复使用相同的前馈神经网络；

• 用前馈神经网络隐层的输出表示当前位置具有马尔科夫性质（下一个状态只和当前状态有关，和更

早的状态无关）的“隐状态”；

• 通过隐状态将相邻位置的神经网络连接起来；

• 总体表示和学习序列数据中的局部和全局特征。

如下例子的循环神经网络结构，每个位置上的隐状态都会“记得”先前的信息：

定义 ：神经网络在每一个位置上重复使用同一个神经网络结构。在第 t个位置上（t = 1, 2, · · · , T），

神经网络的隐层以 xt 和 ht−1 为输入，以 ht 为输出，其间有以下关系成立:

ht = tanh(U · ht−1 +W · xt + b)

其中, xt 表示第 t 个位置上的输入, 是一个实数向量; ht−1 表示第 t− 1 个位置的状态, 也是一个实

数向量; ht 表示第 t 个位置的状态, 也是一个实数向量; tanh 为激活函数，把结果压缩到-1 到 1 之

间; U ,W 是权重矩阵; b是偏置向量。神经网络的输出层以 ht 为输入, pt 为输出, 有以下关系成立:

pt = softmax(V · ht + c)

其中, softmax 表示把结果转成概率分布的函数; pt 表示第 t 个位置上的输出, 是一个概率向量; V
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是权重矩阵; c 是偏置向量。神经网络输出序列数据 p1,p2, · · · ,pT , 每一项是一个概率向量。

如下展示了简单循环神经网络的结构图：

rt = U · ht−1 +W · xt + b

ht = tanh(rt)

zt = V · ht + c

pt = softmax(zt)

rt 是隐层的净输入向量，ht 是隐状态，zt 是输出层的净输入向量；隐层的激活函数通常是双曲正

切函数，也可以是其他激活函数；输出层的激活函数通常是软最大化函数

单元：循环神经网络的每一个位置上, 有以当前位置的输入和之前位置的状态为输入 、以当前位置

的状态为输出的函数, 称为单元，是核心处理模块。如下图为基本 RNN 单元

模型特点：

• 马尔科夫性隐状态 ht：当前位置的状态 ht 由当前位置的输入 xt 和之前位置的状态 ht−1 决定；每
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一个位置的状态表示的是到这个位置为止的序列数据的局部特征及全局特征, 也称作短距离依存关

系和长距离依存关系。

• 属于自回归模型：序列数据的每一个位置上的预测只使用之前位置的信息；计算需要在序列数据上

依次进行，可以处理任意长度的序列数据但是不能进行并行化处理以提高计算效率。

• RNN 具有强大的表示能力, 是动态系统的通用模型。动态系统的核心是状态之间按时间顺序的依

存关系。

*了解 ——RNN 随时间的反向传播算法

损失函数 L 对各参数的偏导数：

∂L

∂b
=

T∑
t=1

∂rt
∂b

∂L

∂rt
=

T∑
t=1

∂L

∂rt

∂L

∂U
=

T∑
t=1

∂rt
∂U

∂L

∂rt
=

T∑
t=1

∂L

∂rt
· hT

t−1

∂L

∂W
=

T∑
t=1

∂rt
∂W

∂L

∂rt
=

T∑
t=1

∂L

∂rt
· xT

t

∂L

∂c
=

T∑
t=1

∂zt
∂c

∂L

∂zt
=

T∑
t=1

∂L

∂zt

∂L

∂V
=

T∑
t=1

∂zt
∂V

∂L

∂zt
=

T∑
t=1

∂L

∂zt
· hT

t

∂L

∂zt
=

∂L

∂Lt

∂Lt

∂zt
= yt−pt, t = 1, 2, · · · , T

第 t 个位置的偏导数
∂L

∂rt
需要通过

∂L

∂rt+1
和

∂L

∂zt
计算:

∂L

∂rt
=

∂rt+1

∂rt

∂L

∂rt+1
+

∂zt
∂rt

∂L

∂zt

=
∂ht

∂rt

∂rt+1

∂ht

∂L

∂rt+1
+

∂ht

∂rt

∂zt
∂ht

∂L

∂zt

= diag(1− tanh2 rt) ·U⊤ · ∂L

∂rt+1

+ diag(1− tanh2 rt) · V ⊤ · ∂L
∂zt

13.2 常用循环神经网络

简单循环神经网络的反向传播的计算依赖矩阵 At = diag(1 − tanh2 rt) · U⊤ 的连乘，有可能使得

到的矩阵的一些元素趋近 0 或无穷大，存在梯度消失与梯度放大的问题。为了避免这个问题，可以使用

LSTM 和 GRU。

1）长短期记忆网络（LSTM）

简单循环神经网络中 ht = tanh(U · ht−1 +W · xt + b)，隐状态虽然能同时表示序列数据中的短距

离和长距离依存关系，并对短距离依存关系可以有效地表示和学习，但是对长距离依存关系的处理能力

有限, 因为长距离依存关系在模型中会被逐渐“遗忘”。
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LSTM 解决问题的思路：记录并使用之前所有位置的状态 , 更好描述短距离和长距离依存关系。

• 记忆元：用于记录之前位置的状态信息；

• 门控：用门函数来控制状态信息的使用，分遗忘门、输入门、输出门；

• 长 (的) 短期记忆：状态的表示包括对远距离的状态的“记忆”。

定义 ：在循环网络的每一个位置上有状态和记忆元, 以及输入门、遗忘门、输出门, 构成一个单元。

第 t 个位置上 (t = 1, 2, · · · , T ) 的单元是以当前位置的输入 xt、之前位置的记忆元 ct−1、之前位

置的状态 ht−1 为输入, 以当前位置的状态 ht 和当前位置的记忆元 ct 为输出的函数, 由以下方式计

算。

it = σ(Ui · ht−1 +Wi · xt + bi)

ft = σ(Uf · ht−1 +Wf · xt + bf )

ot = σ(Uo · ht−1 +Wo · xt + bo)

c̃t = tanh(Uc · ht−1 +Wc · xt + bc)

ct = it � c̃t + ft � ct−1

ht = ot � tanh(ct)

这里 σ 为 sigmoid 激活函数, it 是输入门（决定从之前位置传入哪些信息）, ft 是遗忘门（决定忘

记之前位置的哪些信息）, ot 是输出门（决定向下一个位置传出哪些信息）, c̃t 是中间结果。状态

ht、记忆元 ct、输入门 it、遗忘门 ft、输出门 ot 都是向量, 其维度相同。

如下为 LSTM 单元示意图：

LSTM 模型特点：

• 记忆元、输入门和遗忘门起着重要作用，模型能更好地表示和学习长距离依存关系。

当输入门 it = 1，遗忘门 ft = 0 时，当前位置的记忆元 ct 只依赖输入 xt 和之前位置的状态 ht−1，

LSTM 是基本的 RNN 近似；
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当输入门 it = 0，遗忘门 ft = 1时，当前位置的记忆元 ct 只依赖于之前位置的记忆元 ct−1，LSTM

将之前位置的神经元复制到当前位置。

当前位置的记忆元 ct 可展开为：

ct = it � c̃t + ft � ct−1 =

t∑
i=1

 t∏
j=i+1

fj � ii

� c̃i =

t∑
i=1

wt
i � c̃i

推导：

ct = ft � ct−1 + it � c̃t

= ft � (ft−1 � ct−2 + it−1 � c̃t−1) + it � c̃t

= ft � ft−1 � ct−2 + ft � it−1 � c̃t−1 + it � c̃t

= ft � ft−1 � (ft−2 � ct−3 + it−2 � c̃t−2) + ft � it−1 � c̃t−1 + it � c̃t

= ft � ft−1 � ft−2 � ct−3 + ft � ft−1 � it−2 � c̃t−2 + ft � it−1 � c̃t−1 + it � c̃t

...

=

 t∏
j=1

fj

� c0 +

t∑
i=1

 t∏
j=i+1

fj � ii

� c̃i

=

t∑
i=1

 t∏
j=i+1

fj � ii

� c̃i

令 wt
i =

∏t
j=i+1 fj � ii，得到：ct =

∑t
i=1 w

t
i � c̃i

• 避免梯度消失与爆炸：位置之间的梯度传播不是通过矩阵的连乘而是通过矩阵连乘的线性组合，所

以可以避免梯度消失和梯度爆炸。

2）门控循环网络（GRU）

与 LSTM 相比，GRU 只有 2 个门控——更新门（相当于 LSTM 合并的输入门和遗忘门）和重置

门。GRU 没有了记忆元，而是直接用隐状态 ht 来承载“长期记忆”，把这个筛选记忆的功能交给了重置

门 rt（控制上一时刻的旧记忆 ht−1 对当前新候选状态 h̃t 的影响程度）。
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在循环网络的每一个位置上有状态及重置门、更新门，构成一个单元。第 t个位置上（t = 1, 2, · · · , T）

的单元是以当前位置的输入 xt、之前位置的状态 ht−1 为输入，以当前位置的状态 ht 为输出的函

数，按以下方式计算。
rt = σ (Ur · ht−1 +Wr · xt + br)

zt = σ (Uz · ht−1 +Wz · xt + bz)

h̃t = tanh (Uh · rt � ht−1 +Wh · xt + bh)

ht = (1− zt)� h̃t + zt � ht−1

这里 rt 是重置门，zt 是更新门，h̃t 是中间结果。状态 ht、重置门 rt、更新门 zt 都是向量，其维

度相同。

如下为 GRU 的单元示意图：

当 zt = 0，rt = 1 时，GRU 回退到基本 RNN；

当 zt = 0，rt = 0 时，ht 只依赖于当前位置输入 xt，忽视之前位置的状态 ht−1；

当 zt = 1 时，将之前位置的状态 ht−1 复制到当前位置，忽视当前位置输入 xt。

3）深度循环神经网络

简单 RNN 只有一个隐层或者中间层，可以拓展到多个隐层的神经网络。多个隐层的状态之间存在

层次化关系，模型具有更强的表示能力。

第 1 个隐层：h
(1)
t = tanh

(
U (1) · h(1)

t−1 +W (1) · xt + b(1)
)
；
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第 l个隐层：h(l)
t = tanh

(
U (l) · h(l)

t−1 +W (l) · h(l−1)
t + b(l)

)
；输出层为：pt = softmax

(
V · h(l)

t + c
)
。

4）双向循环神经网络

简单 RNN 描述序列数据单方向的顺序依存关系，可以拓展到双方向。引入前向的循环神经网咯和

后向的循环神经网路，在每一个位置将两个神经网络的状态向量拼接，构成新的状态向量。拼接的向量

能结合两个方向的依存关系更好地表示序列数据的全局特征，模型具有更强的表示能力。

前向的隐状态为 h
(1)
t = tanh

(
U (1) · h(1)

t−1 +W (1) · xt + b(1)
)
，

后向的隐状态为 h
(2)
t = tanh

(
U (2) · h(2)

t+1 +W (2) · xt + b(2)
)
，两者拼接在一起的向量是 ht =

[
h
(1)
t ;h

(2)
t

]
，

输出为 pt = softmax (V · ht + c)。
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14 自编码器和生成模型

14.1 自编码器与限制玻尔兹曼机

14.1.1 自编码器

自编码器（Autoencoder）是一种无监督学习模型，其作用是将学习得到的数据进行有效表示（解码）。

比如我们通过 PCA 将一个 10 维的数据降到 3 个维度，自编码器的作用就是把这 3 个维度再还原成我

们原本的 10 个维度。如下图展示了从编码到解码的过程：

编码器负责编码到隐层，对样本进行低维表示：h = f(x)，解码器部分：g(h) = x̂。自编码器的目

标是最小化输入数据 x 与重构数据 x̂ 之间的差异，通常使用均方误差（MSE）作为损失函数。

minL
(
x, g(f(x))

)
=

1

N

N∑
i=1

‖g(f(xi))− xi‖2

若采用线性函数，自编码器等价于主成分分析，隐层编码为前几个主成分；采用如 Sigmoid 的非线

性传递函数时，可看作是用神经网络实现非线性主成分分析。自编码器的训练仍可采用误差反向传播算

法。

表示学习：通过神经网络学习得到对样本更有效的特征表示。

多层自编码器增加了多个隐层，用中间隐层（瓶颈层）节点输出作为对样本的低维表示（编码）。多

层网络通过多层非线性叠加，可以拟合任意复杂的非线性映射。
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多层自编码器还可以用于构造深度学习网络。我们知道深度网络由于反向传播算法，很容易梯度消

失或梯度爆炸，为了避免梯度消失的情况，也有结合自编码器一层一层对网络进行预训练的方法，称为

逐层贪婪训练法。

• 先构造并训练一层自编码器；

• 去掉解码器层，再接一个新的简单编码器进行训练，训练完成后再把解码器层去掉；

• 以此类推，一步步增加新的编码器层，然后进行误差反向传播进行监督训练。

上述流程可用如下一个简单的神经网络理解，首先只保留输入层 Input 和第一个隐藏层 Features I

构成自编码器，训练这个自编码器得到第一层网络的参数（绿线部分）；接着第二层，只保留第一个隐藏

层 Features I 和第二个隐藏层 Features II 再构成自编码器，训练这个自编码器得到第二层网络的参数

（红线部分）。一层一层逐步优化后，我们把优化后的网络参数作为神经网络的初始值，之后微调（即训练

过程）整个网络。

14.1.2 玻尔兹曼机

概率模型：基于概率论与统计学的框架，用于描述数据生成过程或对未知变量进行推断，建模观测

数据 x 的概率分布 p(x)。可分为判别模型——对后验概率 P (y|x) 直接建模；生成模型——估计或模拟

样本的概率分布，对于分类问题，即计算联合概率分布 p(x, y)。

简单点理解，判别模型就是找到分界把两类东西分开，比如我们熟知的 Logistic Regression、支持向

量机（SVM）；而生成模型就是先学会每一类数据长啥样，然后根据学习可以完整地还原或生成样本，如

朴素贝叶斯、隐马尔可夫模型、生成对抗网络（GAN）。下图直观展示了两者的作用：
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玻尔兹曼机（BM）是一种受统计力学玻尔兹曼分布启发的多层神经网络，属于一种生成模型，能够

生成新的数据样本。由可见节点 x 和隐节点 h 组成，两者都有二值特征（只有两种取值，0 或 1）。层与

层之间、同层之间结点都是全连接。

玻尔兹曼分布是统计力学和概率论中一个重要的概念，用于描述系统中粒子或状态在不同能量水平

上的分布情况。即一个系统在热平衡状态下，处于某个特定能量状态的概率。系统中状态 x 有能量

E(x)，该状态的概率 p(x) 为：

p(x) =
e−

E(x)
kT

Z

其中，k 为玻尔兹曼常数，T 为系统的绝对温度，Z 为归一化常数，确保概率总和为 1。

定义 Z 为：

Z =
∑
x

e−
E(x)
kT (离散情况)； Z =

∫
e−

E(x)
kT dx (连续情况)

该分布描述了热力学粒子系统规律——粒子系统某一状态出现的概率，只由该状态的物理能量决定；

能量越低，状态越稳定、出现概率越高。

借助上述的玻尔兹曼分布，玻尔兹曼机抛弃真实物理粒子，把图像 /数据节点组合当成“系统状态”，

人为自定义一个数学打分值，依旧命名为能量 E。

E(x) 表示可见节点为 x 时的能量，概率 p(x) 与能量的关系表示为

p(x) =
e−E(x)

Z
； 归一化因子Z =

∑
x

e−E(x)
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能量 E(x) 需考虑所有可能隐节点向量的取值（遍历隐节点 h 所有可能的 0/1 取值）：

E(x) = − log
∑
h

e−E(x,h)

对可见节点向量 x 和隐节点向量 h，能量定义为：

E(x,h) = −cTx− bTh− hTWx− xTUx− hTV h

b 和 c 分别为隐节点和可见节点的偏置参数；W 为可见节点和隐节点之间的连接权值矩阵；U 和

V 分别是可见节点和隐节点各自内部的连接权值矩阵

如下简单例子展示如何去计算一个可见节点 x 的能量：

由于玻尔兹曼机存在三层连接，其同时考虑层间和层内的全连接目的是为了完全真实还原数据里所

有变量的相互影响。但是该方法参数量很大，计算十分复杂，难以训练，因此考虑将层内的全连接去除。

写在前面：（限制性）玻尔兹曼机是用于发现数据中的隐藏特征，然后尽量去模仿真实数据的模型。

比如我们的真实数据是一堆 0/1 组成的图片（像 MNIST 手写数字），我们希望模型也能生成类似

的图片。因此，需要不断地调整模型的三个参数 W、b 和 c

14.1.3 限制性玻尔兹曼机

限制性玻尔兹曼机（RBM）结构与玻尔兹曼机相似，但是连接限制在可见层和隐层之间，同层直接

无连接。
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联合概率为

p(x,h) =
e−E(x,h)

Z
； 归一化因子为Z =

∑
x,h

e−E(x,h)

由于层内没有了连接，能量可简化为

E(x,h) = −cTx− bTh− hTWx = −
∑
j

∑
k

Wj,khjxk −
∑
k

ckxk −
∑
j

bjhj

由此，可写成

p(x,h) =
1

Z
e(

∑
j

∑
k Wj,khjxk+

∑
k ckxk+

∑
j bjhj) =

1

Z

∏
j

∏
k

eWj,khjxk

∏
k

eckxk

∏
j

ebjhj

其中 hj 和 xk 分别表示隐层第 j 个节点和输入层第 k 个节点。

• 估计隐节点：给定 x 下 h 的条件概率

p(h|x) =
∏
j

p(hj |x) =
∏
j

sigm
(
(2hj − 1)(bj +Wj·x)

)
其中 sigm 为 sigmoid 函数，Wj· 表示权值矩阵中第 j 个行向量。

推导如下：

p(h|x) = p(x,h)

p(x)
=

p(x,h)∑
h p(x,h)

=
1
Z e−E(x,h)∑
h

1
Z e−E(x,h)

=
e
∑

j

∑
k Wj,khjxk+

∑
k ckxk+

∑
j bjhj∑

h e
∑

j

∑
k Wj,khjxk+

∑
k ckxk+

∑
j bjhj

=
e
∑

k ckxke
∑

j Wj·hjx+
∑

j bjhj∑
h e

∑
k ckxke

∑
j Wj·hjx+

∑
j bjhj

x给定−−−→ =
e
∑

j Wj·hjx+
∑

j bjhj∑
h e

∑
j Wj·hjx+

∑
j bjhj

=
e
∑

j hj(Wj·x+bj)∑
h e

∑
j hj(Wj·x+bj)

=

∏
j e

hj(Wj·x+bj)∑
h

∏
j e

hj(Wj·x+bj)
=

∏
j e

hj(Wj·x+bj)∏
j

∑
hj∈{0,1} e

hj(Wj·x+bj)

=
∏
j

ehj(Wj·x+bj)∑
hj∈{0,1} e

hj(Wj·x+bj)
=
∏
j

p(hj |x)


当hj = 0,

ehj(Wj·x+bj)∑
hj∈{0,1} e

hj(Wj·x+bj)
=

e0

e0 + eWj·x+bj

当hj = 1,
ehj(Wj·x+bj)∑

hj∈{0,1} e
hj(Wj·x+bj)

=
eWj·x+bj

e0 + eWj·x+bj

选取 sigm(z) =
1

1 + e−z
, 当z = (2hj − 1)(Wj·x+ bj) 时满足两种情况的形式。

∴ p(h|x) =
∏

j p(hj |x) =
∏

j sigm
(
(2hj − 1)(Wj·x+ bj)

)
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• 生成观测数据：给定 h 下 x 的条件概率

p(x|h) =
∏
k

p(xk|h) =
∏
k

sigm
(
(2xk − 1)(ck + hW·k)

)
这里的推导过程和思路与上面估计隐节点部分高度相似：

因h给定：

p(x,h) =
1

Z
e(

∑
j

∑
k Wjkhjxk+

∑
k ckxk+

∑
j bjhj) =

1

Z
e
∑

j bjhj · e
∑

j

∑
k Wjkhjxk+

∑
k ckxk

=
e
∑

j bjhj

Z
e
∑

k W·khxk+
∑

k ckxk =
e
∑

j bjhj

Z
e
∑

k xk(W·kh+ck)

=
e
∑

j bjhj

Z

∏
k

exk(ck+hW·k)

∴ p(x|h) = p(x,h)

p(h)
=

p(x,h)∑
x p(x,h)

=

∏
k e

xk(ck+hW·k)∑
x

∏
k e

xk(ck+hW·k)

=

∏
k e

xk(ck+hW·k)∏
k

∑
xk∈{0,1} e

xk(ck+hW·k)
=
∏
k

exk(ck+hW·k)∑
xk∈{0,1} e

xk(ck+hW·k)

=
∏
k

p(xk|h) =
∏
k

sigm
(
(2xk − 1)(ck + hW·k)

)

接下来是如何用样本 x 对 RBM 进行参数学习：

目标函数：对所有可能隐节点状态求 x 的边缘分布

P (x;θ) =
∑
h

p(x,h) =
∑
h

e−E(x,h)

Z

最大似然求解最优化参数，调整参数让输入的样本概率最大化

θ∗ = argmax
θ

P (x;θ) = argmin
θ

(
− logP (x)

)

梯度下降求解：
∂(− logP (x))

∂θ
=
∑
h

p(h|x)∂E(x, h)

∂θ
−
∑
x,h

p(x, h)
∂E(x, h)

∂θ

也可写为：
∂(− logP (x))

∂θ
= EP (h|x)

∂E(x, h)

∂θ
− EP (x,h)

∂E(x, h)

∂θ

推导过程如下：

-logP (x) = − log
(∑

h
e−E(x,h)

Z

)
= − log

(∑
h e

−E(x,h)
)
+ logZ

∂(− logP (x))

∂θ
=

∂
(
− log

(∑
h e

−E(x,h)
))

∂θ
+

∂(logZ)

∂θ
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前部分：

∂
(
− log

(∑
h e

−E(x,h)
))

∂θ
= − 1∑

h e
−E(x,h)

·
∂
(∑

h e
−E(x,h)

)
∂θ

=
−
∑

h

(
e−E(x,h) ∂E(x,h)

∂θ

)
∑

h e
−E(x,h)

=
∑
h

(
e−E(x,h)∑
h e

−E(x,h)
· ∂E(x, h)

∂θ

)

=
∑
h

(
e−E(x,h)

Z∑
h e−E(x,h)

Z

· ∂E(x, h)

∂θ

)
=
∑
h

(
p(x, h)

p(x)
· ∂E(x, h)

∂θ

)

=
∑
h

p(h|x)∂E(x, h)

∂θ
.

后部分：

∂(logZ)

∂θ
=

∂
(
log
∑

x,h e
−E(x,h)

)
∂θ

=
1∑

x,h e
−E(x,h)

·
∂
(∑

x,h e
−E(x,h)

)
∂θ

=
1∑

x,h e
−E(x,h)

·
∑
x,h

(
−e−E(x,h) · ∂E(x, h)

∂θ

)

=
∑
x,h

(
−e−E(x,h)∑
x,h e

−E(x,h)
· ∂E(x, h)

∂θ

)
= −

∑
x,h

p(x, h) · ∂E(x, h)

∂θ

∴ ∂(− logP (x))

∂θ
=
∑
h

p(h|x)∂E(x, h)

∂θ
−
∑
x,h

p(x, h) · ∂E(x, h)

∂θ

EP (Y )[f(Y )] 表示离散随机变量 Y 在分布 P (Y ) 下的数学期望。

∂(− logP (x))

∂θ
= EP (h|x)

∂E(x, h)

∂θ
− EP (x,h)

∂E(x, h)

∂θ

由此可以对各参数进行更新：

W :
∂(− logP (x))

∂W
= −Eh

(
h(x(t))Tx(t)

)
+ Ex,h

(
hTx

)
c:

∂(− logP (x))

∂c
= −x(t) + Ex,h

(
x
)

b:
∂(− logP (x))

∂b
= −Eh

(
h(x(t))

)
+ Ex,h

(
h
)

这里的期望值 Eh() = Ep(h|x)() 可根据 p(h|x) 求得，但是 Ex,h() 是对全部可能的 x、h 联合分布

求期望，难以精确计算。因此使用 CD 学习算法来实现参数的更新。

• 用蒙特卡洛迭代的方式来对状态空间进行采样；

• k 步交替采样后得到的可见节点和隐节点状态 (x̃, h̃) 上的值作为对期望 Ex,h(·) 的估计；
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• 在 RBM 网络学习中，只需 k=1 即可得到比较理想的效果。

简单来说，CD 算法的流程就是先给定 x，p(h|x) 可以一次性算出所有 hj 的分布，采样出一组 h；再在

采样出的一组 h 的基础上，计算 p(x|h) 所有 xk 的分布，再采样出一组 x。重复这个交替采样的操作 k

轮，得到 (x̃, h̃) 越来越贴近全局联合分布 p(x,h)。流程如下：

• 初始化：参数 W、h 和 c，设置学习率 η；

• 加入训练样本 x0，采样：

a) 对所有隐节点，计算 P (hj = 1 | x0) = sigm (bj +Wj·x0)，依此采样得向量 h0

b) 对所有可见节点，计算 P (xk = 1 | h0) = sigm (ck + h0W·k)，依此采样得向量 x1

c) 对所有隐节点，计算 P (hj = 1 | x1) = sigm (bj +Wj·x1)，依此采样得向量 h1

更新：

W ←W + η
(
hT
0 x0 − hT

1 x1

)
c← c+ η

(
x0 − x1

)
b← b+ η

(
h0 − h1

)
• 检查收敛条件，如已收敛或已达预设训练次数则停止，否则重复第二步。

14.1.4 深度自编码器

深度自编码器也采用了逐层训练的策略。深度自编码器达到非常有效的降维和关键特征提取效果。

• 预训练：采用限制性玻尔兹曼机 RBM 对每一层编码层进行训练。先将输入节点和第一编码层节点

看作 RBM 网络，CD 算法训练得到第一层的权值矩阵 W1；再把第一编码层看作可见节点, 第二

编码层看作隐节点，计算第一层的权值矩阵 W2，以此类推。

• 解码器：完成编码器的逐层 RBM 预训练训练后, 深度自编码器把得到的权值矩阵对称到解码器的

对应各层，相当于用隐层节点逐层反推可见节点, 最后得到与原输入样本维数相同的解码向量。这

个过程被称为“Unrolling”。

• 微调（fine-tuning）：完成对深度自编码器的 RBM 非监督预训练，把输入数据和输出数据作为整个

网络的输入和输出, 用误差反向传播算法对网络进行训练，同步更新所有层的全部权重。
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14.2 生成模型——变分自编码器

回顾本章节一开始的自编码器，其编码器的输出是隐向量 h，而变分自编码器（VAE）的编码器输

出是 (µ, σ)，再根据高斯分布采样（重参数技巧）得到随机向量 z。这是因为普通的自编码器不能随机生

成全新样本，只能重建输入过的图片；而变分自编码器中引入了概率模型，能够随机采样得到向量 z，可

以直接生成从未见过的新图片。如下图所示，该生成模型对样本 x，从一组隐含向量 z 中依概率产生。

对于 VAE，我们的目标是知道在给定的 x 下，其对应的隐特征 z 服从的分布，去计算 z 的后验概

率密度 p(z|x) = p(x|z)p(z)
p(x) = p(x|z)p(z)

p(x)=
∫
z
p(z)p(x|z)dz，这里的 p(x) 是观测样本 x 的边缘密度，难以求解，因

此我们考虑变分函数去近似后验概率。

变分推断：对函数的微小变化（称作变分）寻找函数的极值。考虑引入某个易计算的函数变分函数

q(z)，使其尽可能接近 p(z|x)。

量化概率密度函数之间的相似度—— KL 散度

设 x 是一个离散的随机变量，它的概率分布函数是 P (x)；同一随机变量，还存在另一个概率分布

函数 Q(x)，P (x) 和 Q(x) 的差异定义为 KL 散度：

DKL(Q ‖ P ) =
∑
x

Q(x) logQ(x)−
∑
x

Q(x) logP (x) =
∑
x

Q(x) log Q(x)

P (x)
= −

∑
x

Q(x) log P (x)

Q(x)

DKL(Q ‖ P ) 表示用近似分布 Q 的概率做加权，只关心 Q 认为高概率的区域里，P 和 Q 差多少。
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一般情况下，DKL(P ‖ Q) 6= DKL(Q ‖ P )，且有非负性 DKL(P ‖ Q) ≥ 0。

根据变分函数 q(z) 逼近难以求解的后验概率密度 p(z|x) 可知：

DKL

(
q(z) ‖ p(z|x)

)
=

∫
z

q(z) log q(z)

p(z|x)
dz =

∫
z

q(z) log q(z)p(x)

p(x, z)
dz

=

∫
z

q(z)
(
log q(z) + log p(x)− log p(x, z)

)
dz

= log p(x) +
∫
z

q(z) log q(z)dz −
∫
z

q(z) log p(x, z)dz

可得：

log p(x) = DKL

(
q(z) ‖ p(z|x)

)
−
∫
z

q(z) log q(z)dz +

∫
z

q(z) log p(x, z)dz

= DKL

(
q(z) ‖ p(z|x)

)
+

∫
z

q(z) log p(x, z)

q(z)
dz

由 DKL

(
q(z) ‖ p(z|x)

)
非负性可知：

log p(x) ≥
∫
z

q(z) log p(x, z)

q(z)
dzL(q) ≜

∫
z

q(z) log p(x, z)

q(z)
dz

L(q) 为 log p(x) 变分下界，称作证据下界，简写为 ELBO，最大化 ELBO 即等价于最小化 KL 散

度。分解 L(q) 中联合概率：

L(q) =
∫
z

q(z) log p(x|z)dz +

∫
z

q(z) log p(z)

q(z)
dz = Ez∼q(z)

[
log p(x|z)

]
−DKL

(
q(z) ‖ p(z)

)
第一项为似然函数，第二项为 KL 散度；上式中 q(z) 可看做在观测样本下从给定函数族中求解的，

因此可以看作 x 到 z 的条件密度 q(z|x)

目标：最大化 ELBO

maxL(q) = Ez∼q(z|x)
[
log p(x|z)

]
−DKL

(
q(z|x) ‖ p(z)

)
指定隐层为各项独立的多元正态分布 N (µ, σ2)，则等价于：

min ‖x− x̂‖2 +DKL

(
q(z|x) ‖ N (µ, σ2)

)
接下来便是完成对编码器和解码器的参数的更新，但由于网络中间存在采样，梯度无法反向传播到

编码层，因此要解决这个问题，可选取再参数化的技巧。

• 原模型中解码层输入向量 z 是通过采样得到：z|x ∼ N (µx,σ
2
x)

• 再参数化，系数 ϵ保留了随机性，但不是训练的参数，使得梯度可以传播：z|x = µx+σx�ε, ε ∼

N (0, I)
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14.3 生成模型——生成对抗网络

生成对抗网络（GAN）是一种基于博弈的生成模型，在图像生成等领域被广泛使用。其由生成网络

和判别网络组成，生成网络自动生成数据，判别网络判断数据是已给的（真的）还是生成的（假的）。学

习的目标是构建生成网络，能自动生成同已给训练数据同分布的数据；学习的过程就是生成网络和判别

网络不断通过优化自己网络的参数进行博弈的过程。

• 生成器 G(z)：在一定的隐变量控制下生成新样本；

• 判别器 D(x)：对真实训练样本和生成器生成的“假样本”判别；

• z 的先验概率密度为 p(z)，x 的概率密度函数 pdata(x)。

学习目标：判别器要使目标函数最大化，生成器要使判别函数最小化

min
G

max
D

V (D,G) = Ex∼pdata(x)

[
logD(x)

]
+ Ez∼pz(z)

[
log
(
1−D(G(z))

)]
GAN 分批随机梯度下降训练算法：

1. 对判别器进行 k（设置的超参数）步优化，对每一步：

1）从生成器隐变量先验密度 pg(z) 中采样生成一批 m 个生成样本
{
z(1), . . . , z(m)

}
；

2）从训练样本集中采样一批 m 个真实样本
{
x(1), . . . ,x(m)

}
；

3）对判别器的参数 θD 求目标函数的梯度

∇θD

1

m

m∑
i=1

(
logD(x(i)) + log

(
1−D(G(z(i)))

))
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用该梯度上升的方向更新判别器参数 θD 为

θD ← θD + η∇θD

1

m

m∑
i=1

(
logD(x(i)) + log

(
1−D(G(z(i)))

))

2. 对生成器进行优化：

1）从生成器的隐变量概率密度 pg(z) 中采样生成一批样本
{
z(1), . . . , z(m)

}
；

2）对生成器参数 θG 求目标函数的梯度

∇θG

1

m

m∑
i=1

log
(
1−D(G(z(i)))

)
用该梯度下降的方向更新生成器参数 θG，即

θG ← θG − η∇θG

1

m

m∑
i=1

log
(
1−D(G(z(i)))

)

3. 如此往复迭代训练，直到达到预设训练次数。



han
bin

g11
6

15 TRANSFORMER 模型简介 118

15 Transformer 模型简介

15.1 序列到序列的基本 RNN 模型

序列到序列学习是一套输入一段序列、输出另一段不等长序列的神经网络框架，如机器翻译、摘要

生成、对话生成、语音识别等。这类任务是依赖序列到序列模型执行的，由编码器（将输入的单词序列转

换成中间表示的序列）和解码器（将中间表示的序列转换成输出的单词序列）组成。

假设输入的单词序列是 x1, x2, . . . , xm，输出的单词序列是 y1, y2, . . . , yn；给定输入单词序列条件下

输出单词序列的条件概率是

P (y1, y2, . . . , yn | x1, x2, . . . , xm) =

n∏
i=1

P (yi | y1, y2, . . . , yi−1, x1, x2, . . . , xm)

这里 P (y1, y2, . . . , yn | x1, x2, . . . , xm) 预测给定输入序列及已生成输出序列的条件下, 下一个位置上单词

出现的条件概率。如下图，序列到序列模型由编码器网络和解码器网络组成。

编码器将输入单词序列 x1, x2, . . . , xm 转换成中间表示序列 z1, z2, . . . , zm，即

(z1, z2, . . . , zm) = F (x1, x2, . . . , xm)

解码器根据 z1, z2, . . . , zm 依次生成输出单词序列 y1, y2, . . . , yn，即

P (yi | y1, y2, . . . , yi−1, x1, x2, . . . , xm) = G(y1, y2, . . . , yi−1, z1, z2, . . . , zm)

这里的编码器和解码器都是我们先前所学习过的 RNN 模型，编码器将最终位置的状态表示传递到

解码器，解码器根据得到的编码器状态决定其状态的序列以及输出的单词序列，RNN 通常选取 LSTM

和 GRU 能够更好地刻画长距离依存关系。

• 编码器（LSTM）：

hj = a(xj ,hj−1), j = 1, 2, . . . ,m

hj 是当前位置的状态；hj−1 是前一个位置的状态；xj 是当前位置的输入单词的词向量；a是
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处理单元，如 LSTM；h0 = 0

• 解码器（LSTM）：

si = a(yi−1, si−1), i = 1, 2, . . . , n

si 是当前位置的状态；si−1 是前一个位置的状态；yi−1 是前一个位置的输出词向量。

编码器将其最终状态 hm 作为整个输入单词序列的表示传递给解码器。解码器将 hm 作为解

码器的初始状态 s0 决定其状态序列。

• 输出（MLP）：

pi = g(si), i = 1, 2, . . . , n

pi 是当前位置的输出；g 是输出层函数，由线性变换和软最大化函数组成；pi 表示下一个位

置单词出现的条件概率

如下图展示了序列到序列的基本 RNN 模型：

15.2 注意力机制

先前的基本 RNN 模型处理序列数据的时候，仅选用一个中间表示描述整个输入序列，其表示能力

有限。要解决这个问题，就是利用注意力机制在输出序列的每一个位置上产生一个组合输入序列的中间

表示。
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